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1 (*) System von zwei identischen Teilchen (5 Punkte)

Betrachten Sie ein System von zwei identische Teilchen mit (i) Spin 1/2 und (ii) Spin 1, die sich
im Potential eines harmonischen Oszillators befinden. Vernachldssigen Sie dabei die Wechsel-
wirkung zwischen den beiden Teilchen.

(a) Geben Sie die Symmetrieeigenschaften der Eigenvektoren der Operatoren S2 und S, an,
wobei S der Gesamtspinoperator ist.
Hinweis: Benutzen Sie dazu z.B. die tabellierten Clebsch-Gordan-Koeffizienten aus
https://pdg.1bl.gov/2018/reviews/rpp2018-rev-clebsch-gordan-coefs.pdf.

~ Solution ~

(i) The two spin-1/2 system (1/2@1/2) admits irreducible tensor representation (1&0),
i.e. spin triplet and singlet. For the spin triplet |%, t), we have symmetric states

141 = |5, +5) 150+ =N
10 = 5 (I3 43 3050 + 3 13 +3)) = 75 (1 W+ 1)
L-1) = 5.~ I3, —g) = I 11 1)

For the spin singlet \%, s), we have anti-symmetric state

0.0 = 7= (I3 +3)3:-5) ~ I3 13 +3)) = 5 (MW -1 . @

The coefficients in front of the |1) [1), 1) [4),[4) 1), [)) |4) states can be read from
\Clebsch—Gordan table.
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~ Solution ~

(ii) The two spin-1 system (1@ 1) admits irreducible tensor representation (2® 1®0).
According to the Clebsch-Gordan table, we have the symmetric states for the spin
quituplet |1, g):

12,4+2) = |1,+1) |1,+1)
2, 41) = 12 (1, 4+1) |1,0) + [1,0) |1, +1))
12,0)=..., [2,-1)=..., [2,-2)=..., (3)
and anti-symmetric states for spin triplet |1,):
1

V2
1,0)=..., |1,-1)=..., (4)

I1,+1) = (11,4+1)1,0) —[1,0) |1, +1))

and symmetric state for spin singlet |1, s):

1
V3
Note that the kets on the left hand side denotes the states in tensor representation.
- J

(b) Berechnen Sie die Energien und die Wellenfunktionen fiir den Grundzustand und den
ersten angeregten Zustand. Geben Sie jeweils den Entartungsgrad an.

~ Solution ~

The spatial part of wave functions are described by the harmonic oscillators. The
ground state |0,0)y is symmetric with energy fw, the first excited states contains
both symmetric and anti-symmetric parts:

1

11, ) o = 7 (11,0)go +10,1)o)  is symmetric with energy 27w
1 . . L
11, =) uo = 7 (11,0)go — 10, 1)go)  is anti-symmetric with energy 2hw  (6)

(i) The two spin-1/2 system obey fermionic statistics, hence its total wave functions
are anti-symmetric. The ground state is

0,00 15:5) 7)

with energy hAw, and the first excited state is

1 1
’17+>HO"§’S> ’ ‘17_>HO'|§7t> (8)

with energy 2fuw (4-degenerate states).
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~ Solution ~

(ii) The two spin-1 system obey bosinic statistics, hence its total wave functions are
symmetric. The ground state is

|070>HO : ‘1aQ> ) ‘O’O>HO : |1a S> (9)
with energy hiw (6-degenerate states), and the first excited state is

|1a+>HO ' ‘1)Q> ) ‘1)+>HO : |175> 3 |1a _>HO ' ’1>t> (10)

with energy 2w (9-degenerate states).
- _J

2 System von N nicht-wechselwirkenden identischen Bosonen

Betrachten Sie ein System aus N nicht-wechselwirkenden identischen Bosonen, bei dem das i-te
Niveau n;-fach besetzt sei. Die Ein-Teilchen-Zusténde seien gegeben durch |« i,), wobei o bzw.
1o den Teilchen- bzw. Niveauindex bezeichnen. Driicken Sie den Zustandsvektor dieses Systems
unter Beriicksichtigung des Symmetrisierungspostulats durch die Produktzustande

11,41;2,d2;...; N,in) = [1,i1) ® --- ® [N, in)

aus und leiten Sie die Normierungskonstante her.

/ Solution ~
Suppose we have the n;-fold (degenerate) occupations that nj +ng+---+ni = N, then we

have % possibilities to distribute the N bosons. Any distinct state can be described

as |1,41) ®2,i2) - |N,in). Then the wave function is

nl'ng' . . .
Up =\ D L) © [2,02) - [N i) (1)

where the summation sums over all possible distince permutations of the level indices

11,12, -« -, IN-
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3 Ideales Gas und Carnot Prozess

Fin ideales Gas mit f Freiheitsgraden hat die innere Energie
!
2
mit Teilchenzahl N, Boltzmann-Konstante k;, und Temperatur 1. Die Teilchenzahl N sei kon-
stant. Die Zustandsgleichung eines idealen Gases ist gegeben mit

pV = Nk‘bT.

U=LNkT,

Wir betrachten nun einen Carnot-Prozess fiir das ideale Gas. Dieser besteht aus vier Schritten:



Isotherme Expansion von Volumen V; zu Volumen V5 bei Temperatur T7.

Adiabatische Expansion von Temperatur 77 zu Temperatur 15, wobei Th < T7.

Isotherme Kompression von Volumen Vj zu Volumen VY bei Temperatur T5.

Adiabatische Kompression von Temperatur 75 zu Temperatur 77.

Nachdem das System diese vier Schritte durchlaufen hat befindet es sich wieder im Ausganszu-
stand mit Volumen V; und Temperatur 77.

(a) Bestimmen Sie fiir jeden Schritt die Arbeit, die von diesem System geleistet und die
Wirme, die aufgenommen/abgegeben wird.

~ Solution ~

e Isotherme Expansion
Die Arbeit, die das System verrichtet kann berechnet werden iiber

dVv Va
— = NkpTiln | —
v = Vesiin (2

Va

Va
W1 = / p(V, Tl)dV = N]{JBTl/
V1 Vl

Da die innere Energie des Gases nicht vom Volumen abhéngt, wird diese nicht
geandert und es gilt demnach

Q1 =W, = NkTiIn <V2>
Vi

e Adiabatische Expansion von Temperatur 77 zu Temperatur 15, wobei T < T7.
Adiabatische Prozesse haben die Eigenschaft 6QQ = 0. Die Arbeit des Systems
entspricht also der Anderung der inneren Energie

Wy = gNk:b (Ty — Ty)

e Isotherme Kompression von Volumen Vj zu Volumen V| bei Temperatur T5.
Analog zu Schritt 1 ergibt sich hier

!
Qg = W3 = NkBTQ In <V1,>
Vs

e Adiabatische Kompression von Temperatur 75 zu Temperatur 7.
Es gilt wieder 6@ = 0 und mit analoger Rechnung wie in Schritt 2

Wy = gNkB(TQ —T)
- J

(b) Im zweiten und vierten Schritt &ndert sich neben der Temperatur auch das Volumen.
Das Verhéltnis zwischen V2 und V3 sowie zwischen V; und V{ kann iiber die Relationen
in Aufgabe 4(a) gefunden werden. Bestimmen Sie damit den Wirkungsgrad des Carnot-
Prozesses aus den Ergebnissen der vorherigen Teilaufgabe.



~ Solution ~

Es gilt
T\ 72 7\ //?
’r 41 I _ -1
Vo =Vs (Tg) V=W T .

Der Carnot-Wirkungsgrad gibt das Verhéltnis von abgegebener Arbeit zur zugefiihrten
Waérme an. Die zugefithrte Warme entspricht Q3

Wy + Wy + W3+ Wy
’)7:
Qs

Es gilt Wy = —W, und somit

v vy
Wi NkTiln () + NepTeln () q
Qs NkyTi In (%) T

4  (*) Ideales Gas (5 Punkte)

Ist die Entropie eines Systems als Funktion der extensiven Zustandsgrofien aufgrund einer
mikroskopischen Theorie bekannt, so konnen mit Hilfe der thermodynamischen Fundamental-
beziehung die Zustandsgleichungen explizit angegeben werden. Hier soll der umgekehrte Weg
betrachtet werden: Fiir ein ideales Gas gilt fiir die innere Energie

U= gNka,

sowie
pV = Nk‘bT

(a) Zeigen Sie, dass bei einer adiabatischen Zustandsénderung (dS = 6@ = 0) mit konstanter
Teilchenzahl N gilt:

f+2 f
pV ¥ = const, VT2 = const
Gehen Sie hierfiir jeweils von der differentiellen Form der Beziehung

_ 1 p 1
dS = =dU + ZdV — =dN

aus.



~~ Solution ~
Wir betrachten den Fall konstanter Teilchenzahl:
dN =0
FEinsetzen von dU liefert damit
1 P f dT" »p
== PV = L Nkp— + £
ds TdU+ TdV 5 kp T + TdV
Im néchsten Schritt ersetzen wir dV iiber die Zustandsgleichung mit
N Nk,T
av = YRy MBI
p p
und erhalten damit
f dT dT" Nk
ds szT+ ka pdp 0
Umstellen und Integrieren dieser Gleichung liefert
T ! /
dT P d
(o) [
2 To T Po
R <T> f/2+1 _ £
T Po
und damit
Tf/2+1
= const
p
Aus dieser Beziehung ergibt sich durch Einsetzen der Zustandsgleichung
Tf/2+1
NkBZY = const — TY/?V = const
und daraus
1+2/f
T/?V = const — TV = const — }OVW = const — pV1+2/f = const
B
- J
(b) Zeigen Sie, dass die Entropie des idealen Gases gegeben ist durch
N U V 2 N
S(U,V,N):SOF—I—NkB [fln <>—I—ln ()—f_i_ln <>], (12)
0

2 Uo Vb 2 NO

mit Integrationskonstanten Sy, Up, Vp, No.




~ Solution ~
Wir betrachten anstatt

_ 1 p p
dS = dU + 7dV — =dN

1 P
ds = Tdu + Tdv,

was aus obiger Gleichung folgt und wobei s = S/N,u = U/N,v = V/N. Integrieren

liefert
55— 8y = ikbln <u) + kpIn <U) ,
2 Uug Vo

S S f U No V No

beziehungsweise

Umstellen nach S liefert das gewiinschte Ergebnis

_ o N f U 1% f+2 N
S(UJ/’N) —SQFO—FN/{?B |:21Il <U0) + In (VO) _ 5 In (]\fo)]

J
(c) Zeigen Sie, dass sich aus Gleichung (12)
95\ _1  (0S\ _p (0S\ _
o )yy T vV )un T ON/)yy T
erhalten lasst. Geben Sie damit das chemische Potential an.
~~ Solution ~

In der vorherigen Teilaufgabe haben wir den Ausdruck fiir die Entropie hergeleitet.
Bilden wir hier die Ableitungen, erhalten wir

S\  Nkf 1
(@), =20 =7
oS _Nk‘b_p
(), =7 =7

oS f+2 So f U |4 f+2 N

— =— — “ln( — In{— | — In{ —

<8N>va 2 kb—i—NO—l-kB [2 n U +In 7 5 n N
Aus der letzten Relation ergibt sich direkt das chemische Potential, da

95y _n
ON/)yy T




Probeklausur

Am Dienstag, den 9.1.2024 findet die Probeklausur wahrend den Tutorienzeiten
statt. Die Probeklausur muss in dem Tutorium geschrieben werden, zu dem Sie
sich am Anfang des Semesters eingetragen haben.

Hilfsmittel: Ein eigenhindig beschriebenes DIN A4 Blatt.



