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1 Zentraler Grenzwertsatz

Es sei X, eine Poisson-verteilete Zufallsvariable mit der Wahrscheinlichkeitsdichte

r,—MNn
fx.(z) =2 ; mit z = 0,1,2,... (1)

Zeigen Sie, dass sich die Verteilung der Grofle

X,—n
Vn
im Limit n — oo der einer Normalverteilung (i = 0,02 = 1) annéhert.

Hinweis: Leiten Sie die Momenterzeugende Funktion Mx, (t) von X,, her, indem Sie die Glei-
chung

(2)
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wm betrachteten Limit der Momenterzeu-
eschreibt hier den Erwartungswert.

benutzen und zeigen Sie danach, dass sich M(x, ./ m (¢
genden Funktion der Normalverteilung anndhert. EJ...]
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2 Oberflache der Einheitskugel

Berechnen Sie die Oberflache der Einheitskugel in d Dimensionen. Kontrollieren Sie Thr Resultat
fiir d=1,2,3.

3 (*) Harmonischer Oszillator: Mikrokanonischer Zustand
(6 Punkte)

1. Betrachten Sie N gleichartige harmonische Oszillatoren, die nicht miteinander wechselwirken.
Der Hamilton-Operator ist gegeben durch



T

wobei a] und a; Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren sind. Berechnen Sie Q(FE) mit

QE) = ;nza E—th(m%—é)

(i) Schreiben Sie die §-Funktion als ein Integral iiber die Expotentialfunktion.

(ii) Die Summe im Exponenten kann als Produkt von Expotentialfunktionen geschrieben wer-
den.

(iii) Erkennen Sie nun, dass (E) ausgedriickt ist als ein Produkt von N identischen Termen.

(iv) Sie erhalten ein Integral iiber einen Parameter k mit dem Integranden exp(Ng(k)), wobei
g(k) =ikE/N — log(2isin(khw/2)).

(v) Nahern Sie dieses Integral, indem Sie g(k) um das Maximum bei k = kq entwickeln und
nach dem zweiten Term abbrechen.

(vi) Fir das resultierende Gauss-Integral gibt es eine geschlossene Losung. Geben Sie Q(FE)

all.

2. Verwenden Sie das Result fiir Q(F), um die Entropie und schliellich die Temperatur zu
erhalten.

4 (*) Mischung von idealen Gasen (4 Punkte)

Der Erwartungswert eines Operators O berechnet sich iiber
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wobei p die Dichtematrix ist. Dabei wurde der Faktor 1/N! aufgrund der Ununterscheidbarkeit
der Teilchen eingefiihrt. Uberzeugen Sie sich davon (vgl. Vorlesung), dass auf der Basis obiger
Gleichung die Entropie eines idealen Gases gegen ist durch

S = kNlog(V/N)+...,

wobei Terme, die hier nicht von Interesse sind, nicht explizit angegebn sind. Falls der Faktor
1/N! nicht vorhanden ist erhélt man fiir die Entropie

Sy = k‘Nlog(V)—l—....

Betrachten Sie nun ein isoliertes System, das in zwei gleich groe Kammern mit Volumen V
aufgeteilt ist. Diese sind durch eine Trennwand separiert. In jedem befindet sich ein ideales Gas.
Die Trennwand wird nun entfernt, so dass eine quasistatische (aber irreversible) Durchmischung
stattfindet. Berechnen Sie die Anderung der Entropie fiir folgende Falle

(a) In beiden Kammern befinden sich unterschiedliche ideale Gase.

(b) In beiden Kammern befinden sich das gleiche ideale Gase.

Verwenden Sie sowohl S als auch Sy;. Interpretieren Sie das Ergebnis.




