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1 Entropie eines Spinsystems

Betrachten Sie ein System vonN Spin-1/2-Teilchen ohneWechselwirkung untereinander. Berech-
nen Sie die Entropie im kanonischen Ensemble mit Hilfe der Formel Skan = −k

∑
i=1wi lnwi

und vergleichen Sie mit S = −(∂F/∂T )H (vgl. Vorlesung).

2 System von Oszillatoren

Wir betrachten ein System von N quantenmechanischen Ozsillatoren, mit Frequenzen ωi (i =
1, . . . , N). Die Energieniveaus eines Oszillators sind gegeben durch (n+1/2)ℏωi (n = 0, 1, 2, . . .).

1. Berechnen Sie die Zustandssumme für dieses System im kanonischen Ensemble.

2. Berechnen Sie die freie Energie, die mittlere Energie und die spezifische Wärme.

3 (*) Ideales Gas (5 Punkte)

Das ideale Gas beschreibt ein System aus N identischen, nicht wechselwirkenden Teilchen in
einem Volumen V . Wir unterscheiden zwischen zwei Arten von idealem Gas, dem Fermi- und
Bose-Gas. Zusätzlich lässt sich ein nützliches mathematisches Modell definieren, das sogenannte
Boltzmann-Gas oder ideales Gas.

(a) Impuls und Position von klassischen Teilchen sind kontinuierlich und scharf messbar. Die
kanonische Zustandssumme des Boltzmann-Gases hat die Form

ZN ∝
∫

1

N !
e−βH(x,p)d3Nx d3Np. (1)

Führen Sie einen Parameter (bzw. ein Integral-Maß) h ein um die Zustandssumme dimen-
sionslos zu machen. Leiten Sie die Zustandsgleichung her und bestimmen Sie die Entropie.
Zeigen Sie, dass die Entropie von der Wahl von h abhängt. Reskalieren sie h mit dem
Faktor α.

(b) Bestimmen Sie ZN über

ZN = Tr
[
e−βH

]
. (2)
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Hierbei ist H der Hamilton-Operator eines freien Teilchens. Zeigen Sie, dass der führende
Term von ZN im thermodynamischen Limit bei hohen Temperaturen mit dem klassischen
Ergebnis der vorherigen Aufgabe übereinstimmt. Benutzen Sie dafür das Maß 2πℏ für
dx dp.

4 (*) Spinsystem im Magnetfeld (5 Punkte)

Wir betrachten ein System von Spins in einem Magnetfeld B⃗ = Be⃗z. Der Hamilton-Operator
eines Spins ist: H = −µ⃗ · B⃗ = −ℏσzµB/2. Zum Zeitpunkt t = 0 ist die Hälfte des Spins in
Richtung +x polarisiert, die andere Hälfte in Richtung +y.

1. Geben Sie den Dichteoperator ρ(t) des Systems bei t = 0 an.

2. Welches sind die Eigenwerte und die Eigenvektoren dieses Operators?

3. Berechnen Sie ρ(t) und ⟨Sx⟩(t).

5 Zustandsdichte

Wir betrachten ein quantenmechanisches Teilchen in einem D-dimensionalen Kasten der Kan-
tenlänge L, für das die Energie-Impuls-Beziehung ϵ(p) besteht. Die Zustandsdichte N (ϵ) ist
definiert als

N (ϵ) =
1

(2πℏ)D

∫
dDp δ(ϵ− ϵ(p)) .

Es sei nun ϵ(p) = αpn. Bestimmen Sie N (ϵ) für D = 1, 2, 3. Geben Sie insbesondere die
Ergebnisse für Elektronen (ϵ(p) = |p⃗|2/(2m)) und Photonen (ϵ(p) = cp⃗) an.
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