KARLSRUHER INSTITUT FUR TECHNOLOGIE INSTITUT FUR THEORIE
DER KONDENSIERTEN MATERIE

Moderne Theoretische Physik IT (WS 2024/25)

Prof. Dr. A. Shnirman Lésungen zu Blatt 1
Adrian Reich Besprechung 05.11.2024
1. Wechselwirkungsbild (4 Punkte)

a) Zeigen Sie, dass fiir einen Operator Aj(t) im Wechselwirkungsbild gilt

A A
zh% = [A7, Ho| + ik <88t)1 (2 Punkte) (1)
b) Zeigen Sie, dass der Erwartungswert einer Observablen (A) (¢) unabhéngig davon
ist, ob im Schrodinger-, Heisenberg- oder Wechselwirkungsbild gearbeitet wird. (2
Punkte)

Loésungsvorschlag

a) Bezeichnet A(t) den Operator im Schrodingerbild (mit einer expliziten Zeitabhingig-
keit) und H(t) = Hy + V(t) den Hamiltonian, so ist Aj(t) = e*Hot/h A(t)e—Hot/h,
Ableiten ergibt nach der Produktregel

d

%Af(t) — %HoeiHot/ﬁA(t)e—iHot/h _ %eiHot/hA(t)e—iHot/ﬁHo

£ [Ar(0). @)
+ eiHOt/h(atA(t))e_iHOt/ﬁ,

woraus direkt das Gesuchte folgt.

b) Essei Up(t, tg) = e *Ho(t=10)/h Es gilt U~1(t,t9) = U'(t,t0) = Ulto,t). Es sei ty der
Zeitpunkt, an dem alle Bilder iibereinstimmen. Ausgehend vom Erwartungswert
im Schrédingerbild, finden wir dann

(A) (1) = (WD) Al () = ()| UoUd AUUY [1(t)) = (0 (t)|Uo US AU, U (1))
N = N e — N —
=1 =1 ()] =Ar@) =lrt))

= (Yr(t)|Ar(t)|¢r(t)) .
(3)

Um zwischen Schrodinger- und Heisenberghbild zu wechseln, nutzen wir den vollen

dt' H(t')

i rt
Zeitentwicklungsoperator U(t,tg) = T el mit Zeitordnungsoperator T

Es ist dann

(4) (1) = WO Al(0) = W(to) TTAU [9(to)) = ($u (to)|An (8)[¢n(to)) . (4)
=An(t)
2. Spin im rotierenden magnetischen Feld (9 Punkte)

Wir betrachten ein Spin-1/2-Teilchen in einem Magnetfeld mit konstanter Komponente
in z-Richtung und einer mit der Frequenz w rotierenden Komponente in der x-y-Ebene.
Der Hamiltonoperator lautet

H(t) = Ho + V(1) (5)



mit

h h
Ho = 5B:00 V(1) = 5B1(og coswt + oy sinwt), ©)

wobei o; die Pauli-Matrizen sind.

- B.,t B.t
e ot/ — cog (;) + i0, sin < 22 ) , (7)

indem Sie die Reihenentwicklung der Exponentialfunktion sowie o2 = 1 nutzen. (2
Punkte)

b) Bestimmen Sie den Storoperator V;(t) im Wechselwirkungsbild. (3 Punkte)

a) Zeigen Sie,

Wir konnen die Wellenfunktion zu jedem Zeitpunkt als Linearkombination der Eigen-
zusténde von o, schreiben

[91(8)) = er () 1) + ey () ) (8)

mit o, [1) = [1), 02 |) = — [4)- Es sei [t = 0)) = |1).

c) Losen Sie die Schrodingergleichung im Wechselwirkungsbild fiir den Fall w = B,
und bestimmen Sie damit den zeitabhéngigen Erwartungswert (o) (¢). (4 Punkte)

Losungsvorschlag

a) Wir teilen die Reihenentwicklung der Exponentialfunktion in gerade und ungerade

Terme auf
00 . n _n
iHot/h _ iB.ost/2 _ iBt\ " of
e e > ( =) (9)
n=0
= ‘ ‘
o 2 (2n)! = 2 (2n +1)!
und nutzen nun, dass U?” = 1 und entsprechend 02”“ = 0,. Damit erhalten wir

mit den Reihenentwicklungen der Sinus- und Kosinusfunktion

ot = (D" (BT S () (Bt
S SYCT ( 2 ) ““Z;)@nm( 2 ) (1)
= cos(B,t/2) + io, sin(B,t/2). (12)

b) Der Storoperator im Wechselwirkungsbild lautet

‘/I(t) — eiHot/ﬁv(t)e—iHot/ﬁ (13)
hB | Bt . . Bt . Bt . . Bt
=5 cos - + 10, sin - (04 coswt + oy sinwt) | cos - 10 sin -5

Durch Matrixmultiplikation, bzw. Ausnutzen der Kommutationsrelationen zwi-
schen den Pauli-Matrizen, finden wir
_ hBL

Vi(t) - (03 cos(B, —w)t — oy sin(B, — w)t) (14)

hB| 0 ei(BZ—w)t
= <e—i(Bz—w)t 0 ) : (15)



c¢) Die Schrodingergleichung im Wechselwirkungsbild lautet

i (1)) = Vi) [ (1) (16)

. C.T . hBJ_ 0 ei(BZ_w)t Ccp
& ik (C.J === (ei(Bzw)t 0 o) (17)

Sie vereinfacht sich im Fall B, = w zu den beiden Differentialgleichungen

. 'LBJ_ . 'LBJ_
Cr 5 c, € 9 Cr ( )
Ableiten der ersten Gleichung und einsetzen der zweiten liefert
B?
¢ = —f% (19)

was, zusammen mit der Anfangsbedingung ¢4(0) = 1,¢,(0) = 0 und der Normie-
rungsbedingung, die Losung

er(t) = cos <B;t> . ol(t) = —isin (B;t> (20)

liefert. Der gesuchte Erwartungswert lautet damit

(02) (t) = (Wr(t)|o=[¥r (1)) (21)
[ cos(B1t/2) 10 cos(Bt/2)
= (—z’sin(BLt/2)> <0 —1> (—z’sin(BLt/2)> (22)
= cos*(B_t/2) —sin®(B.t/2) = cos(B_t). (23)
3. Harmonischer Oszillator mit zeitabhingiger St6rung (7 Punkte)

Der Hamiltonoperator eines eindimensionalen harmonischen Oszillators lautet

2 2
mw
Hy= 2+ 202

-~ 2m 2 (24)

Zum Zeitpunkt ¢t = 0 werde fiir einen Zeitraum T eine Stérung V(¢) eingeschaltet mit

t/T, 0<t<T/2
V(t) = V2hmw3 Az - < (1 —t/T), T/2<t<T, (25)
0, t<0odert>T,

wobei A < 1. Der gesamte Hamiltonoperator lautet also H(t) = Hy + V(t). Zum
Zeitpunkt t = 0 befinde sich das System im Grundzustand.

Bestimmen Sie in Stérungstheorie erster Ordnung in A die Wahrscheinlichkeit, dass sich
das System nach der Zeit ¢ > T im ersten angeregten Zustand befindet. Skizzieren Sie
die Ubergangswahrscheinlichkeit als eine Funktion von wT.

Hinweis: Es ist niitzlich, den Hamiltonoperator durch Auf- und Absteigeoperatoren
auszudriicken.

Losungsvorschlag

Wir bezeichnen mit |n),n = 1,2,... die Energieeigenzustinde von Hy mit Hy|n) =
hw(n +1/2)|n). Es ist [1(0)) = |0). In erster Ordnung zeitabhéngiger Stérungstheorie,
lautet der Zustand im Wechselwirkungsbild zur Zeit ¢

ww»:Q—;A%mww)m (26)



mit

V*I(t) — €iH0t/hV(t)€_iH0t/h. (27)
Wir nutzen im Folgenden
e Ot/ |y = =i (nt1/2)t |y (28)
sowie
v 2mw (aT +a) 29)

mit den Leiteroperatoren o und af, die auf den Grundzustand wie folgt wirken

al0) =0, afl0)=1). (30)

. 4 n
iHot/h,. —iHot/h — iwt
e xe |0) =1/ ST 1) . (31)
T/2 T o
1 (1)) = [0) — iw / dt' Lt 4 / at (1 _ ) et | 1) (32)
0 T T/2 T

(ein/Q _ 1)2
wT

Wir finden damit

Also gilt

= |0) +iA ). (33)

Die Wahrscheinlichkeit, das System zur Zeit ¢ im ersten angeregten Zustand vorzufinden,
lautet damit

(ein/Q . 1)2 2
wT

1622 sint(wT'/4)

Pos1 = ’<1|¢I(t)>’2 =\’ W2T2 (34)

Sie ist unten skizziert als Funktion von wT /4. Interessanterweise ist die Ubgergangs-
wahrscheinlichkeit gleich null, wenn w1 = nm mit n = 0,4,8,..., und weist lokale
Maxima auf bei wT = nw mit n = 2,6,10,.... Aullerdem sind grofle Werte von wT
stark unterdriickt (adiabatische Niherung!).
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