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Crashkurs: Quantisierung des elektromagnetischen Feldes

Um Prozesse zu beschreiben, bei denen Photonen absorbiert oder emittiert werden,
konnen wir diese als quantisierte Anregungen des elektromagnetischen Feldes verstehen.

Wir bedienen uns dabei einer Analogie mit dem harmonischen Oszillator und fithren
©)

Leiteroperatoren ay ein, die, angewandt auf einen Zustand, Photonen mit Wellen-
vektor k und Polarisation A vernichten (erzeugen). Der zugehérige Hamiltonoperator
lautet

1
Hom =30 3 o (o +3 ). o=l (1)
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und die Leiteroperatoren erfiillen die Kommutatorrelationen
_ | _
[, afy ] = O pdans  [ara ap v = [af \ 0, ] = 0. (2)

Es gilt damit

e ) = T ey — 1) afy [mea) = /e + L gy + 1) . (3)

|nk,x) bezeichnet dabei einen Zustand mit ng y Photonen mit Wellenvektor k und Po-
larisation A, also aL)\ak)\ [Nk N) = N [N ))-

1. Spontane Emission — Dipoliibergang im Wasserstoffatom (12 Punkte)

Der Hamiltonoperator fiir ein Elektron im Wasserstoffatom, das einem elektromagneti-
schen Feld (¢(r,t), A(r,t)) ausgesetzt ist, hat die Form

1
Hatom = % (p + BA(T" t))Q - 6¢(ra t) + V(T)v (4)
mit V(r) = —e?/(4mwepr) (in SI Einheiten). Wir wihlen im Folgenden die Coulomb-
Eichung und nehmen an, dass der Raum auflerhalb des Atoms ladungsfrei ist

V. A(rt) =0, o(rt)=0. (5)

Zudem beschrianken wir uns auf die lineare Kopplung mit dem Vektorpotential A, den
sogenannten paramagnetischen Term, und vernachlissigen den A2-Beitrag (diamagne-
tischer Term). Der Hamiltonoperator lautet damit
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P (&
HAtom = HO + HKoppl.7 HO = % + V(T)7 HKoppl, = EA - P- (6)

a) Zeigen Sie

p= %n[Ho,r]. (1 Punkt) (7)



Ziel dieser Aufgabe ist es, die durschnittliche Lebensdauer eines Elektrons im angeregten
Zustand mit n = 2, ] = 1 und m = 0 zu berechnen. Unter Emission eines Photons
kann dieses ndmlich spontan in den Grundzustand iibergehen. Das Vektorpotential (in
einem System mit Volumen V') kann dabei wie folgt durch die Photon-Erzeuger und
-Vernichter ausgedriickt werden (die Herleitung hierfiir lernen Sie im n#chsten Semester
kennen)

h ~ ik-r A% —ik-r
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Dabei gilt fiir die Polarisationsvektoren
€pr €er=1 &y - o=k 1=k é2=0. (9)

Am einfachsten ist es hier die lineare Polarisation zu wéhlen, in der &g ) reell sind.
Der Zustand des gesamten Systems |¢)) ist gegeben durch den Zustand des Elektrons
|n,l,m) gemeinsam mit dem Anregungszustand des elektromagnetischen Feldes |ng ),

) = In,l,m) @ [ni) - (10)

Die Ubergangsrate vom betrachteten angeregten Zustand in den Grundzustand unter
Emission eines Photons mit Polarisation A und Wellenvektor k
lautet damit mit Fermis Goldener Regel
27
P'(A k) = — ((Leal @ (1,0,00) Hioppr. (2,1,0) ® ) 5(hw — ), (12)

wobei w = (Fo — F1)/h und |Q) den Zustand ohne Photonen beschreibt (Vakuum).

b) Zeigen Sie

7re2w2

ngkv

Nutzen Sie dabei die sogenannte Dipolnédherung

T(\ k) = &5 - (1,0,0[7(2,1,0)| 8 (hw — hus). (13)

e kT 1, (14)

Begriinden Sie diese Ndherung, indem Sie die relevante Energie- und Langenskala
des Problems abschitzen. (5 Punkte)

Das verbleibende Matrixelement kann nun zu
3
(1,0,0[7|2,1,0) ~ %éz (15)

bestimmt werden.

c¢) Skizzieren Sie (grob) die Winkelverteilung der abgestrahlten Photonen. (1 Punkt)
d) Um die totale Rate zu erhalten, miissen wir iiber alle moglichen Endzusténde des
Photons summieren. Zeigen Sie
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A=1,2
Die Zustandsdichte fiir Photonen (pro Polarisation) lautet dabei
Voo
v(w) = g3

und [ d€Qy bezeichnet die Integration iiber den Raumwinkel von k. (4 Punkte)

(17)



e) Finden Sie den numerischen Wert fiir die durchschnittliche Lebensdauer 7 = T'rt
des angeregten Zustands. (1 Punkt)

Losungsvorschlag

a) Mit [r;, p;] = ihdsj, [pi,p;] = [ri,rj] = 0, finden wir
ih

L(pj [pjs 7] + [pg, milps) = ——pi. (18)

1
[Ho, ;) = %[Pjpjm'] =5

b) Wir berechnen zunéchst
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1 a|A(r Z e e R ldl, 1) = | ———&F etk
< k )\‘ by )\/ 280wkl k/7)\/ < ky)\| k/7)\/‘ > 250ka k,)\

zék’klé)\’)\/
(19)
und finden damit
27 e h
h

Aufgrund der J-Funktion, ist die Rate nur ungleich Null, wenn hw = hwy <
k = 3R, /(4hc). AuBerdem sind die Wellenfunktionen der stationéren Zusténde des
Wasserstoffatoms lokalisiert auf einen Bereich der Groflienordnung des bohrschen
Radius ap. Wir kdnnen damit abschétzen, dass im obigen Matrixelement nur Werte

k-1~ kr~ 3agR,/(4hc) ~ 0,003 < 1 (21)

. 2
(A k) = G (1,0,0l® 7|2, 1,0)[ 3(hw — hwr). (20)

relevant sind, womit wir nihern kénnen e *7 ax 1. Setzen wir nun fiir p das
Ergebnis aus Aufgabenteil a) ein, folgt

2
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c) Die Winkelverteilung ist durch das Skalarprodukt zwischen Polarisationsvektoren
und dem Matrixelementox €, bestimmt. Die Propagationsrichtung Ek des Photons
ist dabei senkrecht zu beiden Polarisationsvektoren. Wir kénnen die Richtung é.
in dem Koordinatensystem, das durch die beiden Polarisationsvektoren und die
Richtung k aufgespannt wird, durch Kugelkoordinaten charakterisieren, sodass
gilt

€k - é.* + |€k2 é.|> = sin’ Oy, cos® ¢y, + sin’ O, sin? ¢y, = sin’ b, (24)

Die Abstrahlung ist damit rotationssymmetrisch um die z-Achse und es werden
keine Photonen in z-Richtung abgestrahlt. Am wahrscheinlichsten ist eine Emission
senkrecht zur z-Achse. Wir erhalten also die iibliche Dipolstrahlung. Trigt man
die Wahrscheinlichkeit als Abstand zum Ursprung in der entsprechenden Richtung
auf, erhédlt man ein Bild wie folgt:

Xy



d) Die Integration iiber wy, ist mithilfe der /-Funktion einfach ausgefiihrt. Nennen wir
(1,0,0|r(2,1,0) = d x é, bleibt

e?w?

Lot = 5=
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@? [ a0, (e e+ feq e (29

Mit der Transformation in Kugelkoordinaten wie in Aufgabenteil ¢) folgt

e2w?

8m2eghc?

e2w?

1
|d\227r/ dcos O (1 — cos® Oy) = ———|d|*. (26)
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Lot = =
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e) Setzen wir alle Zahlenwerte fiir die physikalischen Konstanten ein, finden wir fiir
die Lebensdauer des angeregten Zustands

=Tt~ 1,57-10%s. (27)

Dies ist iibrigens tatséchlich eine gute Ndherung an experimentell bestimmte Wer-
te, wie bspw. in folgender Publikation:

PHYSICAL REVIEW VOLUME 175, NUMBER 1 5 NOVEMBER 1968

Radiative Mean-Life Measurements of Some Atomic-Hydrogen
Excited States Using Beam-Foil Excitation*

E. L. Chupp, L. W. Dotchin, and D. J. Pegg
Physics Department, University of New Hampshive, Duvham, New Hampshive
(Received 8 August 1968)

The beam—-foil excitation method has been used to measure the radiative mean lives of the
2p and 3p states of atomic hydrogen. The results obtained were (1,60 £0,01) x10~* sec and
(5.5+0.2) x10~? sec, respectively. A study of the results of this experiment has led to the
following conclusions: (a) the Lyman-& decay curves are best fitted by the sum of two ex-

2. Zeitabhingige Storungstheorie zweiter Ordnung (8 Punkte)

Wir betrachten noch einmal den harmonischen Oszillator mit einer zeitabhéngigen
Storung aus Blatt 1, Aufgabe 3. Die Storung V (t) war gegeben durch

t/T, 0<t<T/2
V(t) = V2hmw? Az - ¢ (1 —t/T), T/2<t<T, (28)
0, t<0odert>T,

wobei A < 1. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 befinde sich das System wieder im Grundzustand.

Anders als auf Blatt 1, wollen wir nun die Wahrscheinlichkeit berechnen, dass sich
das System nach der Zeit t > T im zweiten angeregten Zustand befindet. Hierbei ist
die Storungstheorie erster Ordnung nicht ausreichend und wir miissen in die zweite
Ordnung gehen, um ein von Null verschiedenes Ergebnis zu erhalten.

Nutzen Sie die Reihenentwicklung des Zeitentwicklungsoperators im Wechselwirkungs-
bild (Dyson-Reihe) bis zur zweiten Ordnung in A und finden Sie damit die gesuchte
Ubergangswahrscheinlichkeit Py_,o(7T).

Loésungsvorschlag

Der Zustand im Wechselwirkungsbild zum Zeitpunkt ¢ ist gegeben durch

v1(t)) = U1(t,0)0), (29)



wobei der Zeitentwicklungsoperator durch die Dyson-Reihe ausgedriickt werden kann
(mit Zeitordnungoperator 7))

UL(t,0) = Texp <—; /0 g V,(ﬂ)) (30)

. t t t/
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Die gesuchte Ubergangswahrscheinlichkeit ist dann gegeben durch Py_so = | (2|37 (t)) |2.
In Gl (29) miissen also mindestens zwei Aufsteigeoperatoren auf |0) wirken, damit das
Skalarprodukt nicht Null ist. Da unsere Stérung aber linear in den Leiteroperatoren ist
V ~a ~ a+al, kann es erst ab der zweiten Ordnung in A einen Beitrag geben. Es folgt
also

2hmw3A\2 [t - o -
2lyr(t)) = _ng/ dt’ V(t/)/ dt" V (") (2| ot /hge = Hot'/hgiHot" [hy. o =iHot" /7 )
0 0
t v
BN /O it V(1) BB /0 a7 ()i B Eo (32)

wobei V = V/(vV2hmw3 Az). Es ist By — By = E| — Ey = hw, womit folgt
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Die Ubergangswahrscheinlichkeit lautet also
in®(wT'/4
Py = 128305 T/4) (35)
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