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1. Gamma-Matrizen (10 Punkte)

Die Gamma-Matrizen v*, = 0, 1, 2, 3, erfiillen die Dirac-Algebra

{v", 7"} = 29" 14, (1)

wobei I, die 4 x 4-Einheitsmatrix bezeichnet und ¢g"” die Minkowski-Metrik ist. Wir
fithren fiir Vektoren a* auerdem die Notation ¢ = a,y" ein. Zudem definieren wir die
“finfte Gamma-Matrix” v5 = iY0v17273-

Hinweis: Die Teilaufgaben b) und c) lassen sich alleine anhand der hier gegebenen
Relationen 16sen (ohne eine explizite Darstellung der Gamma-Matrizen zu nutzen).

a) Uberpriifen Sie in der Dirac-Darstellung, dass gilt
=12 (HT =", (2)
wobei k € {1,2,3}. Zeigen Sie, dass daraus folgt
(v")F =~9"7". (2 Punkte) (3)
b) Beweisen Sie folgende Identitdten (4 Punkte)

VM’YH = 414) ’YWW“ = _2¢’7 ’yu¢5fy‘u = 4aubu-[47

b+ b = 20,0" 1, {75,9"} = 0. (4)

c) Zeigen Sie
Tr(ys) =0, Tr(y"9") = 4", (5)
TI'("}/“’YV"}/K’Y)\) — 4(9;11/9/{)\ o g;u@gu)\ _’_gu)\ I/Ii)) (6)

wobei Tr(...) die Spur bezeichnet. Nutzen Sie, dass unter der Spur zyklisch ver-
tauscht werden kann Tr(ABC) =Tr(CAB) =Tr(BCA). (4 Punkte)

Loésungsvorschlag

a) In der Dirac-Darstellung ist

. I2 0 k O Ok
70—<0 —12>’ y _(_Uk 0>- (7)

o ist reell und diagonal und damit offensichtlich hermitesch. Die Pauli-Matrizen

0 (=gt —
sind hermitesch, und damit (y*)t = < t (=) > = <0 Uk) = —~k. Mit
Uk 0 (0% 0

(7°)? = I und 7°9* = —+#40 folgt dann

0.0.,0 0
0. u 0 __ YT =9 _ T
Yy = = (v")I. (8)
{ NN



b) Hier und in Aufgabe 2 werden wir davon Gebrauch machen, dass fiir A# = AY#
und B* = —BYF gilt

1 1
AFWC]/LQV = §A#V(Q;¢qy + QVQu) = §A#V{Q/u q1/}7 (9)
1 1
B“quQV = §B#V(QMQV - QVqM) = 53#”[(]/“ %/]7 (10)
A“VB#,, = —A”“VBM,, =0. (11)

Es ist damit nun

1
7#7“ = guu’Y“’YV = iguu{VuafYV} = Quug‘”'L; = (12 +3- (_1)2)14 = 41y, <12)

Yud " = av vyt = apyu (=Y + 29M) = —4d + 24 = —24, (13)
Vudtb " = avbo1 V'V = avby (=1 AP + 29,77 gH)

= aybp(Vu YV = 29"9P + 29P9Y) = 2a,0,{", 7"} = 4a,b" Iy, (14)

?i% + %Qi =aub, {"", '} = 2a,b" 1y, (15)

und schliefllich

0.1.2.3.0 0.0.1.2.3 3.1.2.3

{15:7°} = i1 *7%° 909091 = (1% 4t =0, (16)
{1571} =2+ ) = i( D2 () + (D)1 (1))
~0, (17)
und genauso fiir v2 und ~3.
c)
Trys = iTr(y"y'9*y%) = iTe(y'9%7% ") = i(=1)*Tr(7y'9%y%) = —Tivs = 0,
(18)
wobei wir zunéchst die Zyklizitdt der Spur ausgenutzt und danach unter der Spur
antikommutiert haben.
1 1
Te(y"y") = [Te(v™y") + Te(y" )] = gTe({y",77}) = ¢ Tely = 49", (19)
Te(7#9"9"y*) = 2Te(y9")g"™ = Tr(y49"7 ") = 8¢ g™ = Tr(y#"7y").
(20)
Wir setzen dieses Vorgehen iterativ fort, tauschen als néchstes v <+ A und schlief3-
lich 4 <> X in der jeweils neu hervorgehenden Spur iiber vier Gamma-Matrizen.
Wir haben dann
Tr(,)/u,yu,yn,y)\) _ 8(g;wgn)\ _ g;mgr/)\ + gukgum) _ Tr(v’\’y“’y”'y”), (21)
N————
=Tr(ytyr )
und damit
2Tr (Y9 ") = 8(g" g™ — g g + g g""), (22)
woraus das Gesuchte folgt.
2. Dirac-Gleichung im elektromagnetischen Feld (10 Punkte)

Die Dirac-Gleichung in kovarianter Form fiir ein Teilchen mit Ladung ¢ im elektroma-
gnetischen Feld A* lautet

[’y“(ihﬁu - %AM) — me| ¥ =0. (23)



a) Essei U = ¥y, Welcher Gleichung geniigt ¥? (2 Punkte)

b) Zeigen Sie, dass der Dirac-Strom j# = c¥~y*¥ die Kontinuitiitsgleichung Ougt =
0 erfiillt. Vergleichen Sie mit dem Ergebnis ohne elektromagnetischem Feld. (4
Punkte)

c¢) In der Vorlesung haben Sie gesehen, dass die Losungen der Dirac-Gleichung fiir ein
freies Teilchen auch die Klein-Gordon-Gleichung (h29,0" + m?c?)¥ = 0 erfiillen.
Zeigen Sie, dass in Anwesenheit eines elektromagnetischen Feldes die Losungen der
Dirac-Gleichung stattdessen folgender Gleichung geniigen

, . ,
[(hau + ZCun> (ha“ + fAM) + 520" B +m¢ | ¥ =0, (24)

wobei Fy, = 0,4, — 0, A, der Feldstirke-Tensor ist und 0" = L[y*,4"] (o sind
hier nicht die Pauli-Matrizen!). (4 Punkte)

Loésungsvorschlag

a) Das hermitesch konjugierte der Dirac-Gleichung lautet

—ihd, Ut (4T — %AM\IJT(V“)T — me¥’ = 0. (25)
Wir multiplizieren von rechts mit v und nutzen die Formel aus der 1a) um zu

finden
—ih@M\I/TfyO’y“’yOfyo — %AM\I!T'yofyﬂ’yofyo — mc\IlT’yO =0 (26)
& ihd, Uy + %Au\ilﬂy” +me¥ = 0. (27)

b) Es ist
" = (0, V)YV + U9, (28)

Wir wissen aus der Dirac-Gleichung

A, = —i (%’V”AM + %) v (29)
(OuT)* = i (ya, +55). (30)

Oben eingesetzt sieht man direkt d,j# = 0. Der Ausdruck fiir j# ist vollig un-
abhéingig von A* und damit (im Gegensatz zum Klein-Gordon-Strom!) unabhéngig
davon, ob sich das Teilchen in einem elektromagnetischen Feld befindet oder nicht.

¢) Wir multiplizieren die Dirac-Gleichung von links mit [—+"(ihd, — 2A,) — md]

[—’y“(ih@u - %Au) - mc} [’y”(ihﬁy — %Ay) - mc} U=0 (31)
iq iq v 2 2
= [(hﬁu + ;Au)(fz&, + ?Al,)'y“'y + m*c ] ¥ =0. (32)
Es ist
v 1 v v 14 . v
7" =5 (AT YD) = g it (33)
und wir nutzen oA, A, = 0c"0,0, =0, da o' = —o"*, woraus folgt

(hd,, + %Au)(haf‘ n %A") n %a“”((@u/ly) + A0, + A, + mQCQ] W= 0.
(34)



Schliefflich ist

o A,0, = —0c"A,0,, (35)
1 1
oAy = S0 (04 Ay — 0,Ay) = S0 F (36)

und es folgt die gesuchte Gleichung
[@%+m%>@w+mm>+TM%@+ﬁéwzu (37)
c c c

Wir sehen damit, dass im elektromagnetischen Feld die Losungen der Dirac-Gleichung,
im Gegensatz zum Fall ohne Feld, nicht mehr die Klein-Gordon-Gleichung erfiillen.
Das Verhalten von Teilchen, die durch die Dirac-Gleichung beschrieben werden, ist
im elektromagnetischen Feld fundamental unterschiedlich zu Teilchen, die durch
die Klein-Gordon-Gleichung beschrieben werden.



