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1. Losungen der freien Dirac-Gleichung (10 Punkte)

In der Vorlesung haben Sie das Verhalten von 4-Spinoren ¥(x) unter Lorentztransfor-
mationen mit 2’* = Q¥ ¥ kennengelernt. Es gilt

V'(a') = S(QU(Q '), (1)
mit QA= S7yvs. (2)

Ziel dieser Aufgabe ist es, die Losungen zur freien Dirac-Gleichung fiir Teilchen mit
beliebigem Impuls durch einen Lorentz-Boost aus dem Ruhesystem des Teilchens zu
erhalten.

a) Bestimmen Sie die vier linear unabhéngigen Losungen der freien Dirac-Gleichung
(thy*"0,, — mc)¥ = 0 im Ruhesystem des Teilchens, d.h. es gelte fiir den 4-Impuls
p* = (E/c,0). (1 Punkt)

b) Zeigen Sie, dass fiir einen Boost €2 in ein System, in dem das Teilchen (mit positiver
Energie) den 3-Impuls p hat, der Ausdruck
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die Bedingung in Gl. (2) erfiillt. (4 Punkte)

¢) Bestimmen Sie die Normierungskonstante A" so, dass 40570 = S~1 gilt (was die
Lorentzinvarianz von WV garantiert). (2 Punkte)

(*) Alternative zu b) und c): Berechnen Sie S(€2) direkt mittels der Generatoren fiir
Lorentz-Boosts.

d) Finden Sie nun die vier linear unabhiéingigen Losungen W'(z") im geboosteten Sy-
stem. Sie sollten (bis auf eventuelle Phasen) die ebene-Wellen-Lésungen erhalten,
die Sie schon aus der Vorlesung kennen. (1 Punkt)

e) Sei ¥ eine der ebene-Wellen-Losungen mit Energie E. Uberpriifen Sie, dass das
Ladungskonjugierte ¥¢ = iy2¥* einer ebene-Wellen-Losung mit Energie —FE ent-
spricht. (2 Punkte)

Loésungsvorschlag

a) Ohne Impuls reduziert sich die Dirac-Gleichung auf (%’}/Oat — me)¥ = 0, wobei
in der Dirac-Darstellung 7° = o, ® I. Damit existieren vier linear unabhiingige



Losungen, die wir wie folgt wahlen kénnen
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wobei 11 und o die positive Energie E = mc?

von 3 und 14 negativ ist, £ = —mc?.
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aufweisen, wihrend die Energie

b) Wir wechseln in ein Bezugssystem, das sich mit Geschwindigkeit —wv relativ zum
alten bewegt, sodass in diesem Bezugssystem das Teilchen die Geschwindigkeit

v = p/ym hat, mit dem Lorentzfaktor v = (1 —

v? /)12 = |E|/mc?, wobei

|E| = \/?p? + m2ct. (Dass sowohl der Lorentzfaktor als auch die Dirac-Matrizen
mit v bezeichnet werden ist natiirlich etwas ungeschickt, aber wir verbleiben hier
mit den konventionellen Bezeichnungen. Aus dem Kontext sollte immer klar sein,
was gemeint ist.) Die entsprechende Lorentztranformation €2 ist gegeben durch
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Wir berechnen nun zunéchst die rechte Seite von Gl. (2). Dazu bendtigen wir
S~1(Q). Hierzu konnen wir beispielsweise iiberlegen, dass S~1(Q2) = S(Q~!) gel-
ten muss, damit das Hintereinanderausfithren zweier zueinander inverser Lorentz-
transformationen wieder zum gleichen Spinor fiithrt, wobei in unserem Fall eines

einfachen Boosts Q71 = Q|,,_,, ist. Alternativ

spicken wir in Aufgabenteil c).

Oder wir konstruieren das Inverse, indem wir beobachten, dass

(v p")2 =7 -p%v Py’ = (v p)?

Wir schlussfolgern, dass
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ein erfolgsversprechender Ansatz ist und finden
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Damit ist also
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und fiir v = 0 folgt
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sowie fiir v, i € {1,2,3},
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wobei wir genutzt haben, dass
v-py' =pi’y = =D — 20ip; = ="y - p — 2pi. (15)

Auf der linken Seite von Gl. (2) finden wir fir v =0
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was zU zeigen war.
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wobei wir v#T = 499#40 genutzt haben (siche Blatt 5). Dies entspricht genau
unserem Ansatz fiir S~! aus Aufgabenteil b) und wir haben dort gesehen, dass

[|E| + mc?
=\ — 21
N 2mc? 1)
Alternative zu b) und c):

Die Lorentztransformation kann mittels der Generatoren K,— 23 fiir Boosts dar-
gestellt werden, wobei

0 =exp (ZnnKn) (22)

und 7, die Komponenten der assozierten Rapiditit sind, mit |n| = Artanh(|v|/c)
und 7, /|m| = v, /|v]. In der Vorlesung haben wir gesehen, dass S(£2) dann gegeben
ist durch

S(2) = exp (innKn> = exp <—;a;c ®o- n) (23)

mit K, = Jo" = 4[4%,7"] = £4%9™ und in der Dirac-Darstellung 7°7" = 0, ® oy,.

Wir nutzen nun die Reihenentwicklung der Exponentialfunktion und dass

(Ux ®o- 77)2n = 12 & (U : 77)2n = I2 & 12 ,'7271’ (24)
(Ux o - ,’7)2n+1 =0;® (0’ : n)2n+1 =0:® (G ) 77) 772n7 (25)



woraus folgt
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(26)
— Licosh(jn]/2) — 0p (Ulﬁln) sinh(|n]/2). (27)
Es gilt
|E| + mc? ) |E| — mc?
cosh(|n|/2) = T ome sinh(|n|/2) = T ome (28)

und insgesamt finden wir schliellich
N 2mc? 4 |E| +mc? |n| T

n cp

woraus mit

— = (30)
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das Gesuchte folgt.
Zunichst ist im Exponenten, mit Ey = mc? fiir 112 und Ey = —mc? fiir ¢34,
Eot = pt'xy, — p"'Q ) 2, = QY play, (31)

und

= (e et ) () = () == (7).

Dariiber hinaus ist in der Dirac-Darstellung

) 0 __ 0 —0-D
v-py = <_U.p 0 (33)

und damit finden wir
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Anwenden des Operators i70; auf diese Zustéinde zeigt uns, dass w’m die positive
Energie £ = |E| haben, wihrend ¢3 , Losungen bei der negativen Energie £ =
—|E| entsprechen. Zudem bemerken wir, durch Anwenden des 3-Impulsoperators
—thV, dass ng, den Impulseigenwert —p haben. Ein Lorentzboost erzeugt al-
so entgegengesetzte Impulsrichtungen fiir Losungen bei positiven und negativen
Energien. Ersetzen von p — —p in den Ausdriicken fiir ¢4 und ¢} liefert dann
genau die Losungen, die auch im Skript gegeben sind.

e) Es ist in der Dirac-Darstellung

.2 0 in
= (—iay 0 (38)

und aulerdem

Damit finden wir

’E‘ 5 ’iO'y |cE(‘0'-P)*2 <1>

; £ 1Bl me Fme \0 i|Elt/h—ip-a

272(%(37/)) =V o . (1> el Elt/h—ipa/h (40)
—ioy

0

. 0
_ |E| + mc? |]—[§|f’7‘.£c2 <1> il Elt/h—ipa/h _ W (l’l) (41)
Vo 2me? (0) -4

1

und entsprechend fiir die anderen Losungen.

2. Das “Klein’sche Paradoxon” (10 Punkte)

Wir wollen das Problem der Potentialstufe, das wir aus der nicht-relativistischen Quan-
tenmechanik kennen, nun auch fiir die Dirac-Gleichung behandeln. Wir betrachten dazu
ein Teilchen mit Ladung ¢, Wellenvektor k = (0,0, k.)”, k. > 0, und Energie E > 0,
das von z — —oo kommend auf das elektrostatische Potential ® = ®y6(z) trifft. Der
Spin der einfallenden Teilchen sei dabei in positive z-Richtung polarisiert, sodass die
(stationdre) einfallende Wellenfunktion lautet

1

, 0
Uin(z < 0) = e*== | 0 nE (42)
E+me
0

Gehen Sie vor, wie Sie es in der nicht-relativistischen Quantenmechanik gelernt haben,
um die Transmissions- und Reflexionskoeffizienten zu bestimmen. Uberlegen Sie dabei,
wie die Randbedingungen zu wéhlen sind. Unterscheiden Sie zwischen den Féllen (i)
q®9 < E —mc?, (ii) E—mc? < q®g < E+ mec? und (iii) ¢®¢ > F + mc?. Untersuchen
Sie auch den Grenzfall (iv) ¢®o/E — oo. Hétten Sie diese Ergebnisse erwartet? Koénnen
Sie sie interpretieren?

Hinweis: Um die korrekten Koeffizienten zu erhalten, miissen Sie in Ihrem Ansatz fiir
die reflektierte und transmittierte Welle auf die jeweilige Gruppengeschwindigkeit bzw.
auf die Richtung des Stroms achten!
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Losungsvorschlag

Wie in der nicht-relativistischen Quantenmechanik kennengelernt, kann an der Poten-
tialstufe Reflexion oder Transmission der einfallenden Welle stattfinden, sodass wir als
Ansatz fiir die gesamte Wellenfunktion nehmen (da in z- und y-Richtung Translations-
invarianz herrscht, ist der zugehorige Impuls erhalten und k, = k, = 0 gilt iiberall)

W; v , <0
\II(Z) _ m(z) + reﬂ(z) z (43)
\Ijtrans(z)a z > 0
mit dem reflektierten Anteil (mit negativem Impuls)
1 0
0 —tk.z / —ik.z
\I}reﬁ(z) =T —hck. € =4 0 € =, (44)
E+mc?
0 —hek,
E+mc?

wobei wir mit dem zweiten Term die Maglichkeit einer Anderung der Spinprojektion
beim Prozess der Reflexion offen lassen. Hier ist hk, = vV E? — m?c*/c > 0. In der Dirac-
Gleichung fiir das Gebiet z > 0 ist E ersetzt durch E—q®g. Die Energie-Impuls-Relation
lautet damit

(E — q®0)? = p2 + m2ct. (45)

Die transmittierte Welle muss sich nach rechts bewegen, das Vorzeichen der Gruppenge-
schwindigkeit v, = 37@ also positiv sein. Um das Vorzeichen des Impulses p/, in unserem

Ansatz korrekt zu bestimmen, miissen wir also unterscheiden, ob E + mc? = ¢®¢. Wir
lassen deshalb in folgendem Ansatz

1 0
0 -k/ / ]- -k,/
\Ijtrans(z) =t ek, et -t 0 e=* (46)
(E—q®0)+mc? hek!
0 F=g@o)Tme?

zunéchst offen, ob k. positiv oder negativ ist.

Wir bemerken allerdings direkt, dass wenn E — mc®> < q®g < E 4+ mc?, p. rein

imaginér ist, womit die Welle im Bereich z > 0 exponentiell geddmpft ist und der
Transmissionskoeffizient verschwindet. Dies entspricht unserer Erwartung aus der nicht-
relativistischen Quantenmechanik fiir eine unendlich breite Potentialstufe die héher ist
als die kinetische Energie des Teilchens.

Die Koeffizienten 7,7’,¢,t' in den anderen Féllen bestimmen wir iiber die Stetigkeits-
bedingung bei z = 0. Im Gegensatz zur Schridinger-Gleichung, die eine Differential-
gleichung zweiter Ordnung ist, ist die Dirac-Gleichung eine Differentialgleichung erster



Ordnung, sodass lediglich die Stetigkeit der Wellenfunktion, nicht die ihrer Ableitung,
gelten muss. Wir fordern also

\Ijin(z - 0) + \I’reﬂ(z - O) = \I/trans(z = 0) (47)
14+r=t,
hek, hek!,
PN i} ; :/) E+mc? = 7 (E—q®0)+mc??’ (48)
_pt _hcke _ y fick’,

E+mc2 = ¥ (E—q®0)+mc?”

Aus der dritten und vierten Gleichung folgt ' = ¢’ = 0. Aus den ersten beiden Glei-
chungen lassen sich r und t bestimmen. Wir fithren den Koeffizienten A ein

K. E+ mcd
A== 49
k., E — q®o+ mc? (49)
mit dem gilt
1-A 2
1—r=At= A(1 = = .
r t 1+r)= r T A t T A (50)

Die Reflexions- und Transmissionskoeffizienten sind nun bestimmt durch den Quotien-
ten aus reflektiertem bzw. transmittiertem und einfallendem Strom. Es ist

(s 2hc2k
2hc2k 2hc2k!
s(refl) _ 1,12 z ;(trans) _ 12 z 9
Damit lautet der Reflexionskoeflizient
.(refl) 1-A 2
R=|"0r| =" = <1+A> (53)
z
und der Transmissionskoeflizient
.(trans) AA
T = |2 = . 54
jgln) (1+ A)? (54)

Wir bemerken, dass R+ T = 1.

Schliefilich hatten wir in unserem Ansatz noch offengelassen, ob £/, positiv oder negativ
ist. Beginnen wir mit dem Fall E — mc? > ¢®y. Damit der transmittierte Strom positiv
ist, bzw. damit die Gruppengeschwindigkeit der transmittierten Welle positiv ist, muss
hier im Ansatz hk, = \/(E — q®)%2 — m2ct/c > 0 gewihlt werden.

Erhohen wir das Potential nun, sodass ¢®o grofer als £ — mc? ist, aber noch kleiner
als E +mc?, so gilt, wie oben erwiihnt, dass die Welle vollstéindig reflektiert wird (und
unsere Ausdriicke fiir R und 7" haben keine Giiltigkeit, da hier &, rein imaginir ist, und
wir fiir die Herleitung von (53) und (54) reelles k., angenommen haben).

Erhohen wir das Potential noch weiter, passiert etwas unerwartetes. Sobald ¢®y >
E + mc?, sind wieder Losungen mit reellem Impuls erlaubt. Allerdings &ndert sich
im transmittierten Strom auch das Vorzeichen des Nenners, sodass wir hier hk, =
—/(E — q®)2 —m2ct/c < 0 wihlen miissen. Erhohen der Potentialstufe iiber den
Bereich hinaus, in dem Transmission schon verboten war, bringt uns also wieder in
einen Bereich, in dem die Welle teilweise transmittiert wird. Tatséchlich gilt sogar, dass




fiir ¢®g — 00, A — /(E +mc?)/(E — mc?) und damit 7' # 0. Das heifit, selbst bei
einer unendlich hohen Potentialstufe, wird noch ein Teil der Welle transmittiert. Ist
E > mc?, gilt dariiber hinaus T — 1. Diese sonderbaren Beobachtungen sind bekannt
als das “Klein’sche Paradoxon”.

Es kann folgendermaflen erkléirt werden: Mit elektrostatischem Potential lauten die
erlaubten Energien

E = £+/c2p? + m2ct + q®y. (55)

Ist ¢®q grofl genug, werden also die Zusténde, die ohne Potential bei negativen Energien
lagen, zu Zustédnden mit positiver Energie “angehoben”. Dies ist in der Skizze unten
anschaulich gemacht. Somit stehen ab einer ausreichenden Potentialstirke (sobald die
Liicke der Grofie 2mc? iiberwunden ist) also wieder Zustéinde bei der Energie E auf der
rechten Seite zur Verfiigung, in die die Welle transmittieren kann.

L)
~ W \/’ Ic"?;x‘ PRLL 7§u

enes 2hscly erloutt ]

Skowm m
{ e _{nl£:l:_r. ﬂiclnhl"j

-‘C?P; + chl' 4 7§‘

,W 2¢0 [3»0

Abbildung 1: Dispersion links und rechts von z = 0 mit ¢®g > E + mc?.

Hinweis: In vielen Biichern und Artikeln wird félschlicherweise in allen Féllen &, > 0
genommen. Dies fithrt dazu, dass A im letzten Fall negativ wird, und damit R > 1 und
T < 0 gilt. Die Autoren erkennen das dann als unphysikalisch an und bezeichnen dies
als “Klein’sches Paradoxon”, erkennen allerdings nicht, dass dies nur Folge ihres Fehlers
in der Wahl der Richtung des transmittierten Stroms ist und der daraus resultierenden
Fehlinterpretation der physikalischen Situation. Die Darstellung im originalen Artikel
von Klein von 1929 ist aber korrekt und genau die, die wir hier présentieren.
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