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1. Nicht-relativistischer Limes der Dirac-Gleichung (12 Punkte)

In der Vorlesung haben wir den Dirac-Spinor ¥ in seine oberen und unteren beiden
Komponenten aufgeteilt ¥ = (%), und den Pauli-Hamiltonian als effektiven Hamilton-
operator fiir ¢ im nicht-relativistischen Grenzfall hergeleitet.

a) Gehen Sie analog vor, um den effektiven Hamiltonoperator fiir xy im nicht-
relativistischen Grenzfall fiir negative Energien zu finden. Uberlegen Sie, wie dieser
in die Form eines Hamiltonoperators fiir das Positron gebracht werden kann und
interpretieren Sie Ihre Ergebnisse. (5 Punkte)

Im Pauli-Hamiltonian haben wir fiir den gyromagnetischen Faktor einen Wert von g = 2
erhalten, in sehr guter Ubereinstimmung mit experimentell gemessenen Werten fiir das
Elektron. Um dagegen das Proton beschreiben zu kénnen, muss zur Dirac-Gleichung in
Anwesenheit eines elektromagnetischen Feldes, zusétzlich zur minimalen Kopplung, ein
weiterer Term addiert werden, sodass sie dann lautet
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wobei F),, = 0, A, — 0, A, der Feldstarketensor ist und o = %[fy“, v*]. Der zusétzliche
Term beriicksichtigt die innere Struktur des Protons, das bekanntlich kein Elementar-

teilchen ist.

b) Zeigen Sie die Forminvarianz der modifizierten Dirac-Gleichung unter Lorentz-
Transformationen, wobei der Lorentz-transformierte Spinor nach wie vor ¥'(z') =

S(Q)W(Q~1z’) lautet. (3 Punkte)

c) Wie muss der Wert der (dimensionslosen) Konstanten k, gewéhlt werden, damit
diese Gleichung im nicht-relativistischen Limes den experimentell bestimmten gy-
romagnetischen Faktor des Protons g, ~ 5.59 reproduziert? (4 Punkte)

Loésungsvorschlag

a) In der Vorlesung hatten wir fiir ¢ und x die beiden Gleichungen

— ch — =clo -1
{(E q®)p = c(o - m)x, 2

(E +mc? — q®)x = c(o - m)p.

gefunden, wobei m = p — ¢A/c. Wir betrachten nun negative Energien im nicht-
relativistischen Limes, sodass £ — mc? — ¢® ~ —2mc?. Daraus folgt ¢ ~ —(o -
m)x/2me, was wir in die zweite Gleichung einsetzen kénnen. Wir wissen aus der
Vorlesung, dass (o - w)? = w2 — ghi/cB - o. Zudem definieren wir F = E + mc?
und erhalten

- (p—2A)?  hg

Ey=|- B- o .
X 5 5B+ qP| X (3)




Wir wollen nun den Ausdruck in eckigen Klammern als effektiven Hamiltonopera-
tor identifizieren. Hierzu fiihren wir eine Reihe an Ersetzungen in den Variablen
durch, die das Teilchen beschreiben, um ihn in eine uns bekannte Form zu brin-
gen. Anschlieend {iberlegen wir uns, wie diese Ersetzungen zu interpretieren sind.
Zunéchst bemerken wir, dass die kinetische Energie negativ ist. Wir ersetzen des-
halb

E— —-E (4)
und erhalten
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Dies hat nun beinahe die Form, die wir vom Pauli-Hamiltonian fiir das Elektron
kennen. Allerdings sind die Vorzeichen, mit denen die Ladung ans elektromagne-
tische Feld koppelt, inkonsistent. Die Ersetzung ¢ — —¢q ist nicht zielfithrend. Die
einzige Moglichkeit ist

P — —D, o — —0, (6)

zu ersetzen, womit folgt
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Dies entspricht gerade dem Pauli-Hamiltonian, wie wir ihn fiir das Elektron ken-
nen, nur mit umgekehrtem Vorzeichen der Ladung. Beschreibt der Pauli-Hamiltonian
fiir ¢ Elektronen, beschreibt dieser fiir y also Positronen.

Aber wie sind die Ersetzungen zu interpretieren? Rein mathematisch, sind dies
genau die Ersetzungen, die uns die Ladungskonjugation vorschreibt. Wir haben in
der Aufgabe le des Ubungsblatts 6 bereits gesehen, dass die Ladungskonjugation
uns zu einem Zustand mit umgekehrtem Vorzeichen der Energie, des Impulses und
der Spin-Projektion bringt. Dies kann man auch auf dem Operator-Level sehen.
Nennen wir den unitéiren Teil des Ladungskonjugationsoperators Ug = iv?, so gilt

Uc(ihdy)*Us" = —ihdy, (8)
Uc(—ihV)* U5 = ihV, (9)
o 0 * -1 _ (—O 0
Ue (0 a) Ue' = < 0 —0')’ (10)
was genau unseren Ersetzungen entspricht.
Physikalisch ist das mithilfe des Bilds des Dirac-Sees zu verstehen. Nach ihm
miissen wir Anregungen bei negativen Energien als Locher in den ansonsten vollstandig
besetzten Elektronzustéinden auffassen. Die Abwesenheit eines Teilchens mit Ener-
gie —F wird relativ zum Vakuum als Anwesenheit eines Teilchens mit Energie +F
interpretiert. Bewegen sich zudem die Teilchen bei negativen Energien mit Impuls
P, so bewegt sich das Loch, das sie hinterlassen mit Impuls —p, und entsprechendes
gilt fiir Drehimpulse wie bspw. dem Spin.
0, und A, transformieren als Vektoren. Setzen wir
O =00, A,=A0%  wOQld)=5QU () (11)
in die modifizierte Dirac-Gleichung ein, finden wir
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S ist definiert iiber die Beziehung
O A" = 57195, (13)

woraus auerdem folgt

i

05,00,01 = 205,08, (49" = °9) = £ (§7197857147S — 57155748

2
= S 15985, (14)
Einsetzen dieser beider Beziehungen in obige Gleichung liefert
_ . q kphg _
51 [’y” (ma; - EA;) s LA mc] S~ =0 (15)

und nach multiplizieren von links mit S haben wir die Forminvarianz gezeigt.

¢) Um den gyromagnetischen Faktor zu bestimmen, kénnen wir uns 0.B.d.A. auf ein

homogenes magnetisches Feld in z-Richtung beschrinken (® = 0, B = B,é) und

A= %B x r wahlen. Der Feldstiarketensor lautet dann

0 O 0 O
10 0 -B, 0
F = 0 B, 0 0 (16)
0 O 0 O
und es gilt folglich in der Dirac-Darstellung
o F,, = BZ(O'21 — 012) =2iB.y*y' = —2B. 1, ® 0. (17)
Schreiben wir wieder ¥ = (¥ ) und definieren 7w = p — gA/¢, so folgt
h
(E+mc*+ 2B.o,)x = c(o - ).

Mit der nicht-relativistischen Niherung x =~ (o - w)p/(2mc) sowie (o - ) =
72 — qh/cB, o, folgt schlieBlich
2 hq w2 hq
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Hier kénnen wir den gyromagnetischen Faktor ablesen
gp=2(1+ky) =559 = r,=1795. (20)

2. Spin-Bahn-Kopplung (8 Punkte)

Die Spin-Bahn-Kopplung wird durch einen Hamiltonoperator der Form Hyg < L - S
beschrieben, mit (Bahn-)Drehimpulsoperator L und Spinoperator S. In dieser Aufga-
be betrachten wir den (nicht-relativistischen) Hamiltonoperator Hy eines Elektrons im
Wasserstoffatom, zu dem wir die Spin-Bahn-Kopplung (in vereinfachter Form im Ver-
gleich zu dem, wie sie aus der Dirac-Gleichung folgt) als eine kleine Stérung addieren

A
H=Hy+—5L-S, A<l (21)
mao

a) Fiir die Losung im nicht-relativistischen Fall nutzen wir iiblicherweise, zusétzlich
zur Hauptquantenzahl n, die Quantenzahlen [ und my, jeweils assoziert mit den
Operatoren L? und L., sowie s und my, jeweils assoziert mit S? und S,. Be-
griinden Sie, warum {n, 1, m;, s, ms} fiir den Hamiltonian in (21) kein “guter” Satz
an Quantenzahlen mehr ist. (1 Punkt)



b)

c)

Fiihren Sie den Gesamtdrehimpuls J = L + S ein und begriinden Sie, dass wir
stattdessen die Quantenzahlen {n,, j, m;, s} nutzen konnen. Zeigen Sie dafiir, dass

_ L
L-S—Q(J

S Sz) . (3 Punkte) (22)
Finden Sie die Korrekturen zu den Eigenenergien der Wasserstoff-Eigenzusténde
In, 1, j,m;) in erster Ordnung in A. Bestimmen Sie den resultierenden Entartungs-
grad der Zustédnde mit n = 2. (4 Punkte)

Losungsvorschlag

a)

b)

DaL-S = L,S;+LySy+L.S. und [L;, L;] # 0 # [S;, S;] falls i # j, kommutieren
L, und S, nicht mit dem Hamiltonian in (21), sind damit keine Erhaltungsgré8en
und m; und mg keine guten Quantenzahlen.

Es ist
1
JP=L*+S8*+2L-S = L'Szi(JQ—LQ—SQ), (23)
womit wir schreiben kénnen
A
H=Hy+—"- (J>?-L?>-5?. 24
o+ 2ma% ( ) ( )

Da [L% L] = [S% 8] = [J?,J;] = 0, gilt auch [J? L?] = [J? 8% = 0 sowie
[J.,L?] = [J., 8?] = 0. Da Hy nur mit L? von den Winkelkoordinaten abhingt, ist
auch [J?, Ho] = [J., Ho] = 0. Das Quadrat des Gesamtdrehimpulses J* und seine
z-Projektion J, sind also auch mit Spin-Bahn-Kopplung Erhaltungsgréfien und
wir kénnen j und m;, anstelle von m; und mg, in unseren Satz an Quantenzahlen
aufnehmen.

Die Energie-Korrekturen in erster Ordnung ergeben sich aus den Erwartungswer-
ten des Storoperators

1 A . .
ET(L,Z)Jvmj,S = m—ag (n,l,j,mj,s|L-8|n,l,j,mj,s) (25)
A , .
:m(n,l,],mj,suz—L2—52\n,l,j,mj,s> (26)
\R? 3
= i(7+1)—1(l+1)— - 27
s (100 =10+1)=F). (27)

wobeil wir genutzt haben, dass fiir ein Elektron mit s = 1/2, s(s + 1) = 3/4. Wir
sehen direkt, dass die Korrekturen unabhéingig von m; sind. Im n = 2-Unterraum

lauten damit die korrigierten Energien (zur Erinnerung: [ =0,1,...,n — 1)
0, 1=0,j=1/2,
E f AR 2 =1 ?—1;2 (28)
n=2,l,j — 4 Qmag 4 =LJ= )
1, l=1,j=3/2.
m; kann die Werte —j, —j + 1,...,7 annehmen. Damit sind die beiden Energie-

niveaus mit j = 1/2 zweifach entartet, wihrend das Energieniveau mit j = 3/2
vierfach entartet ist.

Hinweis: Dies entspricht nicht den Entartungsgraden, wie sie im Wasserstoffatom
tatséchlich vorliegen, da es noch weitere Korrekturen von der Gréflenordnung der
Spin-Bahn-Kopplung gibt, die wir hier nicht beriicksichtigt haben. Speziell der so-
genannte Darwin-Term hebt die Aufspaltung zwischen den beiden j = 1/2-Niveaus
wieder auf (auf diesem Level der Storungstheorie).



