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1. Carnot-Prozess und ideales Gas (5 Punkte)

Zeigen Sie, dass fiir den Carnot-Prozess an einem idealen Gas gilt

=g 1)
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wobei Q2 die Wérme bezeichnet, die wihrend der isothermen Expansion (von Volumen
Vi zu V3) bei der Temperatur 75 ins System flieBt, und |Q1| die Wiarme, die wihrend
der isothermen Kompression (von Volumen V3 zu Vj) bei der Temperatur 77 < T> das
System verlésst.

Hinweis: Eine Beziehung zischen den vier Volumina erhalten Sie mithilfe der Adiabaten,
die die Volumen V5 und V3 bzw. V4 und V; miteinander verbinden.

Loésungsvorschlag

Es gilt fiir das ideale Gas pV = NkT = p = NkT/V. Zudem ist die Anderung der
inneren Energie dU = 6Q) — §W mit der zugefithrten Wéarme 6@ und der vom System
geleisteten Arbeit W = pdV.

Bei isothermen Zustandsénderungen ist fiir das ideale Gas dU = 0, d.h. wihrend der
isothermen Expansion
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und wahrend der isothermen Kompression
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Die Zustandsénderung, die das System vom Volumen V5 zum Volumen Vj iiberfiihrt,
soll adiabatisch sein, d.h. es wird keine Warme mit der Umgebung ausgetauscht 6Q) = 0,
dU = —0W. Zudem kennen wir die kalorische Zustandsgleichung U = %N kT = %pV,
aus der folgt

dU = =(pdV + Vdp) = —pdV = =W (4)
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wobei wir eingesetzt haben py = NkT/V2 und p3s = NkT1/V3. Genauso folgt fiir die
adiabatische Zustandsdnderung von V4 zu V3
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und damit

Also finden wir schliefSlich
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. Erzeugende Funktion und zentraler Grenzwertsatz (8 Punkte)

Fine Zufallsvariable X nehme einen ihrer moglichen Werte & mit einer Wahrscheinlich-
keit an, die gegeben ist durch die normierte Wahrscheinlichkeitsverteilung P(z). Der
zugehorige Erwartungswert ist gegeben durch (X) = ffooo dzx xP(x), die Varianz durch
o2 = (X2) — (X)2

Wir definieren zudem die charakteristische Funktion ¢x (k) als Fouriertransformierte
der Wahrscheinlichkeitsverteilung

b (k) = / dz P(z)e® = (X ()
a) Zeigen Sie, dass das n-te Moment von X gegeben ist durch
n 1 da°
(X") = ifnwﬁbx(kﬂk:o- (1 Punkt) (10)

b) Die Kumulanten C),(X) einer Zufallsvariablen sind definiert iiber folgende Bezie-
hung mit der charakteristischen Funktion

In(px(k)) = ch(X)(ink!yl. (11)

Zeigen Sie damit C1(X) = (X) und Co(X) = o2. (2 Punkte)

c) Die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung zweier unabhéngiger Zufallsva-
riablen X7 und Xs ist gegeben durch P(X1, X3) = P(X;)P(X2). Zeigen Sie, dass
Px1+x, (k) = dx, (k)¢x, (k). (1 Punkt)



d) Gegeben seien nun N unabhingige Zufallsvariablen X7, Xs,..., Xy mit identi-
schen Wahrscheinlichkeitsverteilungen P(X;) = --- = P(Xy) = P(X) mit Mit-
telwert (X) und Varianz o2. Wir definieren die Zufallsvariable Sy = ZZ]\; 1 Xi/N.
Zeigen Sie, dass P(Sy) fiir grole NV einer Gau3-Verteilung mit Erwartungwert (X)

und Varianz 02 /N entspricht. (4 Punkte)

Hinweis: Berechnen Sie zunéchst ¢g, (k) und zeigen Sie, dass fiir die Kumulanten

gilt C,,(Sy) = N17"C,,(X). Vernachlissigen Sie Terme der Ordnung N ~2.

Loésungsvorschlag

a) Es ist
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b) Wir bemerken, dass aus der gegebenen Beziehung folgt
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wobel wir unser Ergebnis aus der a) benutzt haben sowie ¢x(0) = [ dz P(z
Genauso folgt fiir die zweite Kumulante
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d) Esist
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Weiter folgt aus der Definition der Kumulanten

In¢g,, (k

aber wir wissen auch

In g5, (k) = N1ngx(k/N) = ZNn - (Zs')n

also gilt
Cr(Sn) = N0, (X).

() = / " dz P(@) (i) e g = i / " dz g P(x) = " (X").

(12)

(15)

(16)

(17)

(18)

(20)



Da wir interessiert am Limes groflier IV sind, vernachlédssigen wir die Beitréige mit
n > 2 (da unsere Zufallsvariable Sy o 1/N, miissen wir n = 2 beriicksichtigen.)
Es ist damit

by (k) ~ exp (ikCl(SN) - lfcg(sN)) = exp (mcl(X) - 2’?02()())
= exp <zk (X) - 2’“;&) . (21)

Eine inverse Fourier-Transformation liefert schliefSlich die Wahrscheinlichkeitsver-

teilung
dk iks [ 1 _ (s=(x))?
PSN (3) = %qﬁsN (k)e k = me 202/1\7 s (22)

wobei das Integral mittels quadratischer Substitution im Exponenten berechnet
wurde. Wir erhalten also tatsichlich eine Gauf-Verteilung mit Erwartungswert
(X) und Varianz 0% = 0?/N. Dies ist der sogenannte zentrale Grenzwertsatz.

3. Gauf}-Verteilung fiir mehrere Zufallsvariablen (7 Punkte)

Wir betrachten die gaufiférmige Wahrscheinlichkeitsverteilung p fiir N Zufallsvariablen
&1,..., &N, die definiert ist durch

det(A al
P&, EN) = (;()N)exp _%ZfiAi]fj : (23)

ij=1

A;; sind dabei die Eintrége einer symmetrischen, positiv definiten Matrix A, deren
Inverse wir als G = A~! bezeichnen.

a) Uberzeugen Sie sich davon, dass die Verteilungsfunktion normiert ist

/dfl cdénp&r, .. EN) =1, (2 Punkte) (24)

Hinweis: Fiihren Sie eine Variablentransformation durch, die die Matrix A diago-
nalisiert.

b) Zeigen Sie, dass die charakteristische Funktion
k1, k) = (e Tom1 ki) (25)
gegeben ist durch
d(k1,... ky) = e 2 Zh=1kiGuki (3 Punkte) (26)

c) Nutzen Sie die charakteristische Funktion, um den Erwartungswert (¢;), die Vari-
anz (£2) — (&)?, sowie den Korrelator (&&j) zu berechnen. (2 Punkte)
Hinweis: Nutzen Sie Thre Erkenntnisse aus Aufgabe 2 a.

Loésungsvorschlag

a) Jede symmetrische Matrix A ldsst sich mittels einer orthogonalen Matrix O dia-
gonalisieren, OT AO = A, wobei A diagonal ist. Aus der positiven Definitheit folgt



zudem, dass alle Eintriage von A positiv sind. Wir fiihren nun unter dem Inte-
gral eine Variablensubstitution durch & = ) j 0;;¢; (da O orthogonal ist, ist die
Jacobi-Determinante dieser Transformation 1) und erhalten

[detA [ - . -
/dgl...dng(gl,...,gN) - (;;N/dgl...dg,v exp <_;ZAii‘f’2>
A ~ 1, 72
— Vdet A (H A;1/2> —1, (28)

da det A =det A =[], Aus.

b) Wir schreiben zunéchst den Exponenten im Ausdruck

det A
ok, kn) = \/ (267:)N /de exp —;Z&Az‘jfj +izki§z‘ (29)
] i

mittels quadratischer Ergédnzung um
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= —5 Z <§z — 1 Z leli> Aij (5] —1 Z Gjlkl> — 5 Z k’iGijk‘j, (30)
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wobei wir ausgenutzt haben, dass ), A;Gi; = d;; und G;; = Gji. Definieren wir
nun y; =& — iy, kG, so erhalten wir

det A 1 1IN Lk
o(k,.... k) = \/ 2n)N /dNy exp _52%‘4”% e72 2 kiGuks —(31)
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c) Es ergibt sich

1d 1
() = 5 g otk k)l o gy = =5 2 Gkl 2o =0 (32)
J
d2
(€)= ()" = =50k, )|y .y o = Gt (33)

d2
<€z§]> = _m(b(kla ) kN)‘k;l:...:kN:o = Gij' (34)



