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1. Ideales Gas mit quartischer Dispersion — Kanonisches Ensemble (6 Punkte)

Wir betrachten ein ideales Gas aus N > 1 Teilchen in einem dreidimensionalen Volumen
V' mit einer quartischen Dispersionsrelation. Die Hamiltonfunktion laute
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mit einer Konstanten a > 0. Die kanonische Zustandssumme ist gegeben durch
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Bestimmen Sie die freie Energie F'(7,V, N) und mithilfe davon die Entropie S, den
Druck P sowie das chemische Potential y des Systems.

Losungsvorschlag

Die Zustandssumme ldsst sich in N Ein-Teilchen-Zustandssummen faktorisieren
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und wir kénnen die freie Energie zu
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bestimmen. Es folgt
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2. Nichtwechselwirkende Spins — Kanonisches Ensemble (6 Punkte)

Wir betrachten ein System N >> 1 nichtwechselwirkender Spins mit s = i in einem

2
homogenen Magnetfeld B. Der Hamiltonoperator laute
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a) Zeigen Sie, dass die kanonische Zustandssumme Z(7T') lautet

Z(T) = [2 cosh (12)
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und bestimmen Sie die freie Energie F(T'). (4 Punkte)

b) Bestimmen Sie die Entropie S(7") und die Wiarmekapazitit C(T') des Systems. (2
Punkte)

Loésungsvorschlag

a) Wir wihlen das Magnetfeld in z-Richtung. Die kanonische Zustandssumme ergibt
sich aus der Summe iiber alle moglichen Spin-Konfigurationen {o;}

Z(T) = Z e*E({Uz’})/kBT7 (13)
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wobei die Energie der jeweiligen Konfiguration gegeben ist durch E({o;}) = g >0
mit o; = £1. Wir kénnen die Zustandssumme damit faktorisieren und erhalten

N N
7 — Z Hef%Bgi/kBT _ H Z o~ 3Boi/kpT (14)

{0} i=1 i=1 {0}

N N
= H <e*B/2kBT + eB/QkBT> = [2 cosh 2kBT] . (15)
i=1
Die freie Energie lautet damit
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b) Die Entropie ist
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und die Wiarmekapazitit lautet
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Dies sind genau die Ergebnisse, die wir auf dem letzten Blatt schon aus einer
mikrokanonischen Rechnung erhalten hatten.



3. Grof3kanonisches Ensemble (8 Punkte)

In der Vorlesung haben Sie gesehen, durch Maximieren der Entropie unter der Nebenbe-
dingung einer gegebenen inneren Energie U und einer durchschnittlichen Teilchenzahl
N, dass die groffkanonische Zustandssumme die Form

Zg = Z e~ En/kp o=7YNn/kp (19)
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hat, mit den zwei zunéchst unbestimmten Groflen o und 7.

a) Beweisen Sie, dass o = kg = T~! und v = —kgfu mit der Temperatur 7' und
dem chemischen Potential p, indem Sie mithilfe der groflkanonischen Zustands-
summe die Entropie S finden und anschlieBend zeigen (05/0U)|y,ny = « sowie
(0S/ON)|u,y = 7. (4 Punkte)

b) Zeigen Sie, dass die Fluktuationen der Energie AE und der Teilchenzahl AN sich
im grofikanonischen Ensemble verhalten wie
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im thermodynamischen Limes also gegen Null gehen. (4 Punkte)
Loésungsvorschlag
a) Die Besetzungswahrscheinlichkeit des Zustands n ist gegeben durch
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und die Entropie ergibt sich daraus zu
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wobei

Gleichzeitiges invertieren dieser beider Relationen ergibt uns formal die Zusam-
menhénge o = a(U, N) und v = v(U, N). Wir erhalten also
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Vollig analog erhalten wir
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Die groflkanonische Zustandssumme lautet damit

Zg =Y e BEn) (25)

mit 37! = kgT.
Anmerkung: Das groflkanonische Potential lautet (T, V, u) = U —T'S — uN. Aus
GL folgt damit Q = —kpT In Z.

Wir beginnen mit der Fluktuation der Teilchenzahl. Es ist
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Da p eine intensive Grofe ist, skaliert die linke Seite ~ N, und damit, da auch g
intensiv ist, folgt (AN)? ~ N und schlieBlich

AN 1

~ 31

N VN (1)
Um die Fluktuation der Energie zu finden, gehen wir analog vor, leiten aber statt-
dessen nach 3 ab und halten dabei die Kombination z = %* (“Fugazitéit”) kon-
stant. Wir erhalten mit U = (E)
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Die innere Energie ist extensiv U ~ N, also (AE)? ~ U ~ N und
AFE 1
—~ . (33)
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