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1. Innere Energie von Fermigasen (2 Punkte)

Zeigen Sie, ausgehend von der groffkanonischen Zustandssumme fiir das ideale Fermigas

Zg = H (1 + 6_5(5*_“)> , (1)
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dass die innere Energie U gegeben ist durch
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mit der Fermi-Verteilungsfunktion np(ey) = (e#Ex—# 4 1)1

L6sungsvorschlag

Auf dem letzten Ubungsblatt haben wir aus der allgemeinen Definition der grofkano-
nischen Zustandssumme gesehen, dass sich die innere Energie aus
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ergibt (mit der Fugazitit z = e#). Mit dem gegebenen Zg = [] ) Z fur das ideale
Fermigas erhalten wir dann
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2. Zustandsdichte (3 Punkte)
In der Vorlesung haben Sie die Zustandsdichte v(¢) mittels einer Variablentransforma-
tion im Integral iiber den Impuls eines Teilchens in d Dimensionen

dp
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=v(e)de (6)

eingefiihrt. Uberzeugen Sie sich fiir ein isotropes System aus Teilchen mit einer Disper-
sionsrelation e(p) = a|p|”, n =1,2,..., dass dies dquivalent ist zur Definition

d
v(e) = / (d%a(a—a—(p)). (7)



Loésungsvorschlag

Wir betrachten ein Integral der Form

d
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mit einer beliebigen Funktion f(p) = f(p) mit p = |p| (Isotropie). Wir wechseln in
Kugelkoordinaten, substituieren die Integrationsvariable p — £(p) = ap™ und erhalten
damit
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mit dem Raumwinkel .

Betrachten wir nun die gegebene Definition der Zustandsdichte

d 00
W)= [ Gt —eo) = ot [ apr e =)

und nutzen 6(g(x)) = >, 6(x — x;)/|¢’(x)| mit den (einfachen) Nullstellen z; von g(x),
so erhalten wir
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was genau unserem Ergebnis von oben entspricht, wenn wir schreiben

d
1= [ Gt = [ s (14)

. Fermigase bei T'=0 (15 Punkte)

Wir betrachten ein Gas aus N > 1 nichtwechselwirkenden Elektronen (mit Masse m
und Spin %) Bei der Temperatur T' = 0 sind die Zusténde bis zu einer Energie Ep
und einem Impuls pr besetzt, der sogenannten Fermienergie und dem Fermiimpuls.
Berechnen Sie Er, pr und die Zustandsdichte v(g), sowie die innere Energie U und den
Druck P = —(0U/OV )y bei T = 0 als eine Funktion von N und V fiir

a) nicht-relativistische Elektronen mit der Dispersion ¢(p) = p?/2m im 3-dimensionalen
Volumen V = L3.
Berechnen Sie zudem die Fermitemperatur Tr = Er/kp und vergleichen Sie sie
mit der iiblichen Raumtemperatur. Nehmen Sie dazu eine Teilchenzahldichte von
n=N/V =102 cm~? an. (4 Punkte)

b) nicht-relativistische Elektronen mit der Dispersion (p) = p?/2m im 2-dimensionalen
Volumen V = L2,
Bestimmen Sie zudem einen Ausdruck fiir das chemische Potential als Funktion
der Temperatur und der Teilchenzahldichte ;(7',n). Driicken Sie dazu die Teil-
chenzahl N als Funktion von 7', V und g mithilfe eines Integrals tiber die Fermi-
Verteilungsfunktion np(e) aus. Skizzieren Sie p(7') und bestimmen Sie die Tem-
peratur Ty, fiir die u(7p) = 0 gilt. (8 Punkte)



c) ultrarelativistische Elektronen mit der Dispersion (p) = ¢|p| im 2-dimensionalen
Volumen V = L?. (3 Punkte)

Loésungsvorschlag

Die Teilchenzahl N ergibt sich als Summe iiber die Besetzungszahlen aller Ein-Teilchen-
Niveaus
N = 22711:(5 ) — 2V/ ddipm:(e(p)) = 2V& /00 dpp®np(e(p)), (15)
> P (2mh)3 (2mh) J, ’
wobei der Faktor 2 die Spin-Entartung beriicksichtigt. Bei 7' = 0 entspricht die Fermi-
Verteilung einer Stufenfunktion ng(e(p))|r=0 = ©(pr — p) und wir erhalten
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Damit kénnen wir den Fermiimpuls mittels NV und V ausdriicken
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=orh|—=] . 1
pe =20 (o) (17)
Fiir eine Dispersionsrelation £(p) = ap™ ist die Fermienergie dann
. d N n/d
Ep =e(pr) = a(2mh) <2QdV) : (18)
Die innere Energie bei T' = 0 ergibt sich entsprechend aus
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Fiir die Zustandsdichte haben wir in Aufgabe 2 bereits gesehen
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wobei wir mit dem Faktor 2 wieder den Spin beriicksichtigen. Damit ist die meiste
Arbeit schon erledigt und wir miissen fiir jede Teilaufgabe lediglich die entsprechenden
Werte einsetzen.

a) Esist d =3, Qg=3 = 4w, n =2 und o = 1/2m. Also
3N\ /3 27202 [ 3N \*/? 2m)?
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sowie
35/3 4/3h2 N5/3 35/3 4/3h2 N5/3
Uv="2"" , p=2" . (23)
10m  V2/3 15m  V5/3
Setzen wir zudem fiir die Fermitemperatur Zahlenwerte ein mit N/V = 10?3 cm 3
und m der Elektronenmasse, erhalten wir
1 27202 [ 3N \*/3
Tp = — — ~9-10'K 24
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was um mehrere GroBenordnungen grofler ist als die Zimmertemperatur ~ 300 K.
Thermische Effekte konnen aus diesem Grund in Metallen selbst bei Zimmertem-
peratur oft stérungstheoretisch behandelt werden.



b) Esist d =2, Q4—9 = 2m, n = 2 und a = 1/2m. Damit haben wir

m2rN m
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sowie
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Wir moéchten nun noch den Zusammenhang zwischen Temperatur und chemischem
Potential finden. Es ist
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Dies konnen wir nach p umstellen und erhalten
xh2 N
w(T) = kgTIn <emksT v 1) =kpTln (eEF/kBT - 1) . (29)
In folgender Abbildung ist der Verlauf skizziert, die Nullstelle befindet sich bei
kBT() = Ep/ln 2.
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¢) Mit d =2, n =1 und a = ¢ bekommen wir

pr =h\/2rN/V, Ep=ch\/2arN/V, v(e)= % (30)
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