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Aufgabe 1: (*) Zerfall eines Tritiumkerns (4 Punkte)

Ein Tritiumkern (*H) verwandle sich durch 3-Zerfall in einem Heliumkern (*He). Berechnen Sie
die Wahrscheinlichkeit, dass ein Elektron, das sich im Grundzustand des Tritiumatoms befand,
im 2s-Zustand des Heliumatoms gefunden wird.

. Solution ~

The decay will be described in the ”Sudden approximation”. The ground state of the tritium
is |¥1) = [1S3) and the 2s state of the Helium is |Ws) = [2S55,). We can write the wave
function as a radial part and an angular part. The radial part is given for arbitrary Z (see
Schwabl, Quantenmechanik, page 132) by
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Therefore, we have for the tritium

(x[W1) = Rio(r)Yoo(O, ¢),
and for the Helium

(z|W2) = Roo(r)Yo0(O, ¢).
The transition probability is then obtained by
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which then leads to

with
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Aufgabe 2: (*) Magnetische Resonanz (2 + 2 + 2 = 6 Punkte)

Betrachten Sie ein Spin-1/2-Teilchen in einem Magnetfeld mit konstanter Komponente in z-
Richtung und einer mit Frequenz w in der zy-Ebene rotierenden Komponente. Der Hamilton-
Operator fiir dieses System lautet:

H(t) = Ho+V(t),
Hy = woS:,
V(t) = wicos(wt)Sy + wisin(wt)sS,,

wobei S; mit i = x, ¥y, z die Komponenten des Spin-Operators bezeichnet.

a) Bestimmen Sie den Hamilton-Operator H;(t), der die Dynamik im Wechselwirkungsbild
charakterisiert.

~ Solution ~

H[(t) — eiHot/ﬁVe—iHot/ﬁ
We can write V' as

—iwt
V(t) = wi cos (wt) Sy 4wy sin (wt) Sy = —— ( eiowt ¢ > ,

In addition, we can simplify the exponential function as
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where we have used o2 = I. Finally, H;(t) can be obtained by matrix multiplication

wlh 0 ei(wo—w)t
Hl(t> = 7 < e—i(wg—w)t 0
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b) Bestimmen Sie den zeitabhingigen Erwartungswert (S)(¢) fiir den Fall w = wy. Zum Zeit-
punkt t = 0 befindet sich das System im Grundzustand von Hy. Berechnen Sie dafiir
zuerst die Wellenfunktion |¢7(t)) im Wechselwirkungsbild.




~~ Solution ~N
We write the expectation value (S)(¢) as

(S)(8) = (@IS (1) = @1 (®)ISi (@)1 (D)) ,
where S;(t) is given by
Sr'[(t) _ eiHot/fL ge_iHOt/ﬁ,

and the wave function in the interaction picture is obtained from the differential equa-
tion

(1) = Hr(t) hir (1)

We write the wave function as

o) = (S

so that we get the following differential equations for w = wy:

. d wih
Zh&c_t,_(t) = TC_ (t)
. d wih
ihe(t) = %ch(t).

Applying i% on the first equation and inserting the second equation into the first one
(and vice-versa) leads to

—j;ci(t) - (ﬂ)zci(t).

By specifying the boundary condition as ¢4 (0) = 0 and ¢_(0) = 1, the solution is
given by
cy(t) = —isin (%t) and c_(t) = cos (%t) :

The wave function in the Schrédinger picture can then be obtained by
[ (1)) = e gr (1)) .
The expectation values are then given by
(S2) (1) = (WOIShb(1)) =~ sin(wot) sin(ur1)
(5,) (1) = ()1, (1) = 3 cos(wot) sin(eon)

() (1) = ((0)|S=o(t)) = 2 cos(eon)
- J

c) Fir die allgemeine Losung der Schrodinger-Gleichung erweist es sich als vorteilhaft, eine



andere Aufteilung des Hamilton-Operators zu wahlen:

H(t) = Hy+V'(t),
H), = wS.,
V() = (wo—w)S. + V().

Im Wechselwirkungsbild lautet dann der Hamilton-Operator
V[/(t) _ ez’H(’)t/hV/(t)e—iHét/h _

Bestimmen Sie nun den Erwartungswert (S,)(¢) fiir beliebiges w, wobei sich das System
zum Zeitpunkt t = 0 wieder im Grundzustand von Hy befindet.

~ Solution ~

The solution is obtained in a similiar way as in b). The Hamiltonian in the interaction
picture is obtained by

Hi(t) = ey et/ — ( (@ —-w)  w )

2 w1 —(wp — w)
m%mw = Wc+(t) + %hc,(t)
ih%c_(t) - —(“’Ozw)hc_ (t) + %hc+(t).

Now take second derivative in ¢ on the first diff. eq. and substitute ¢, (¢) and ¢’_(¢)
from above, we have the second-order diff. eq.

2

@C.ﬁ_(t) + Q20+(t)2 = 0, with Q=

(wo —w)2 4+ w?.
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Given the boundary condition ¢4 (0) = 0 and ¢_(0) = 1, we can have the following
solution
ey (t) = —i;% sin(Q) ,

Wy — W

c_(t)y=1 50

sin(Qt) + cos(Q2).

The wave function in the Schrédinger picture is then given by
“Te(t)
i e zc
() = e M yr (1)) = | © TN
ez c_(t)
and the scalar product gives

(5.) (1) = (w0 = w)* + wi cos(201)

2 (wo — w)? + w?




Aufgabe 3: Freies Elektron im elektrischen Feld
Wir betrachten ein Elektron in einem zeitlich konstanten elektrischen Feld € = —ez in (—x)-
Richtung, wobei € = |£].

a) Das Elektron soll sich in positive z-Richtung bewegen. Geben Sie den Ausdruck fiir die
Kraft auf das Elektron an. Wie sehen das zugehorige Potential und der Hamiltonoperator
aus?

b) Zuerst soll das stationdre Problem gelost werden. Zeigen Sie, dass sich mit der folgenden
Variablentransformation

ol

1 (z + 2p) mit E 41 2mes\
=—(x+=x mit g = — un = —=
Yy o E E e ee 72

das Eigenwertproblem HY = EV zu
(05 +9)¥(y) =0

vereinfacht.

Die Losung fiir diese Differentialgleichung ist

1 z+ £
v = —Aji| ——&
£(2) vmeelee ' ( lee )

mit der Airy Funktion Ai(—z) = ﬁ o~ dv cos (% - 193:).

Eine zweite Moglichkeit, dieses Problem zu l6sen, ist, das konstante elektrische Feld durch das
Vektorpotential A und das Skalarpotential ¢ auszudriicken. Wir wahlen ¢ = 0, wodurch sich
das Vektorpotential iiber den Zusammenhang &= —0,A ergibt.

¢) Geben Sie die zeitabhéngige Schrodinger Gleichung fiir ein geladenes Teilchen mit Ladung
q = —e in einem elektromagnetischen Feld an. Setzen Sie dann ¢ = 0, bestimmen Sie das
Vektorpotential iiber &= —8, A und lésen Sie die Schrodinger-Gleichung.
Hinweis: Benutzen Sie fiir die Wellenfunktion den Ansatz W, (x,t) = X,(x)pp(t).

Nun wollen wir die Beziehung zwischen den beiden Losungen, Up(z,t) = Ug(z)exp(—LEt)
(stationdre Losung mit Zeitentwicklungsoperator) und ¥ (z, t) (nicht-stationére Losung), finden.

d) Finden Sie die Eichtransformation, die die Hamiltonoperatoren der beiden Teilaufgaben
ineinander Uberfithrt. Geben Sie die Ausdriicke fir die transformierten Felder und Wellen-
funktionen, A’, " and W} (z,t), an.

e) Die beiden Lésungen W (z,t) und Vg(x,t) sind beides Losungen der zeitunabhingigen
Schrodinger-Gleichung des gleichen Hamiltonoperators, sie bilden also jeweils einen voll-
standigen, orthogonales Satz von Basisvektoren und kénnen dementsprechend ineinander
iibergefiihrt werden. Zeigen Sie, dass fiir den Fall ¢ = 0 folgende Beziehung gilt:

Vi(o,0) = [ 3 Pan(p)(.0),



e Solution

1. The force on the electron is F' = ee = —0, V. Our Potential is therefore V(z) = —ecx
and the Hamiltonian
hQ pQ
H:—%ai—eex:%—ega:

2. We start with the eigenvalue problem
HUp =FEVg

1
— 824-*(174-:619) Uep=0

v
Using the substitution given above we can calculate
@:é@
and our equation simplifies to
(85 +y)¥g =0.
3. The Hamiltonian is

> A 2 — t3 2
2m 2m

with ¢ = —e, & = —9A = A = —&t and @ = 0. We solve the time dependent
Schrodinger equation thdy ¥ (x,t) = HW(z,t) with the following ansatz

Ty (@,1) = ey ().
This leads to the following differential equation for ¢, (t)

(p + ect)?

ih@tcpp(t) = om

ep(t)

with the solution ¢, (t) = exp [—% fot dt’ W} and therefore our total solution are

the so called Hougthon functions

U, 1) = exp [;(px _ /Ot dt’(p—;:t,)z)] .




e Solution ~
4. Our Hamiltonian was H = 7 (p+ eA)? with A = —&t and ¢ = 0. We want our
A = A+ Vy = 0 which leads to

Vx =¢ét = —ctt = x = —ctx

We can define now our gauge transformed scalar field and there from the potential of
our system
o =p—0x=cr = V() =qp(z) = —ecm.

The wave function changes to

1 e
qx} = WV, exp [etm}

\If;,:\preXp[h 5

and is the solution to the Hamiltonian H' = 2=

5 — €€z, which is exactly the same as
the one from part a).

5. We start with W g(z,0)
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We now substitute p = Z—Z which leads to

1 1 [e%s) i|:(leslé)3 _£:| i




