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Aufgabe 1: (*) Harmonischer Oszillator (3 + 2 =5 Punkte)
Betrachten Sie einen harmonischen Oszillator mit der Storung

a)

b)

V(t)=—f(t)x.
Betrachten Sie die Funktion
f(t) = AWV 2hmw30(1)O(r — t),

mit 7 > 0. Berechnen Sie in erster Ordnung zeitabhéngiger Stérungstheorie die Wahrschein-
lichkeit Py_,1, dass ein System im Grundzustand zur Zeit ¢ < 0 nach der Zeit ¢ > 7 im
ersten angeregten Zustand zu finden ist. Wie lautet die Abhéngigkeit von 7 im Grenzfall
wr KL 17

~ Solution ~

The potential can be rewritten as
V(t) = —2AV2mhw30(t)O(r — t) = —\wO(1)O(T — t)(a + a'),
then the probability Py, is given by

1
P0—>1:*

2
o 2 .92 wT
72 = 4)\* sin (7) .

/ dt e FL=F)t/h 11V (1)]0)

to

In the limit wT < 1 we get

PO*)l = )\20.}27'2.

- J

Betrachten Sie nun eine gauflférmige Stérung mit

—t2 /72

Jr

und berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit FPy_,; fiir ¢ — oo, wobei angenommen wird,
dass der Ostzillator sich fiir ¢ — —oo im Grundzustand befindet. Zeigen Sie, dass im

Grenzfall wr < 1 sich die gleiche Wahrscheinlichkeit wie in der vorherigen Teilaufgabe
ergibt. Bestimmen Sie Py, fiir wr > 1.

F(t) = \W2hmws
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~ Solution ~

Following the last part, we have

00 2
/ dt eiwtftz /72
—o0

where the integral can be obtained from ffooo dze " = /7 and the variable transfor-
mation y = (t/7 — iwt/2). In the limit wr < 1 we obtain as above

A2w? 2.2
2 2 2 —wet?/2
= N wT e /,

PO—>1:

Pos1 = Nw?7?,
and in the limit wr > 1 we get

Poﬁl — 0.

Aufgabe 2: (*) Fermis Goldene Regel (5 Punkte)

Ein Teilchen befinde sich in einem eindimensionalen Potential, beschrieben durch
V(z) = -V0(d/2 — |z),

wobei Vg > 0. Der Potentialtopf sei so tief, dass die Grundzustandsenergie des Teilchens sehr
klein ist im Vergleich zu der Energie, die es benétigen wiirde um den Potentialtopf zu verlassen:
R2n?/(2md?) < V.

Betrachten Sie nun eine zeitabhéngige Storung H' = V§(x) cos(wt) zu dem oben beschriebenen
Potential. Bestimmen Sie die Ubergangsrate vom Grundzustand in das Kontinuum aufgrund
von H' in erster Ordnung zeitabhidngiger Storungstheorie. Benutzen Sie dafiir Fermis Goldene
Regel.

Hinweis: Die Wellenfunktion fiir das Teilchen in einem unendlich tiefen Potentialtopf ist gegeben

durch
[60(a)) = ﬁ cos () .

fir |z| < d/2, was dem Anfangszustand entspricht. Im Kontinuum, dem Endzustand, gilt fir
die Wellenfunktion des Teilchens

s (2)) = jzexp (ikz).

wobei L eine Lange ist, die zur Normierung der Wellenfunktion eingefiihrt wird.



e Solution ~

Considering that the potential box is deep enough that the lowest lying states sees the walls
as infinitely high, the ground state is defined as:

2 T 272
= 3 R < = — -
|0 (x)) \/;cos ( y ) for|z| < d/2, e Vo + er

A delocalized state (E > 0) is characterized on the other hand by the continuous quantum
number k, and is defined as:

' 2.2
s (2)) = jzk es(k) = ok

The transition rate between two such states is given by, according to Fermi’s golden rule

om

ok = o2 1070 V() o)) (5(es (k) — eo — hw) + 8{es (k) — eo + )],

with the o-functions imposing energy conservation via an absorption (first one) or emission
process (second one). The scalar product, on the other hand, keeps into account the strength
of the potential channel connecting the initial and end states.

As in our problem the initial state has less energy than the final one, only absorption
processes will be relevant. Solving the equation the equation €s(k) —eg — fw = 0 for k leads
to

_ _ 2mw w2 2mV
hy— k=40 T2
* \/h tET R

The total transition rates is given by the integral of I'y ;. over all possible final states. Using
the identity of the dirac delta distribution

- et
|/ ()] ’
where x; are the zeros of f(x), we get

L VZm
To= [ ——dkTop = ———
0 /27r OF = h3d k|’

where in the first line the [ %dk is the dimensionless integration measure to sum the final
states.

J

Aufgabe 3: Kommutatorrelationen
Uberpriifen Sie die Kommutatorrelation fiir den Drehimpulsoperator L und den Ortsoperator i

[L2,[L%,7]] = 2r*{L%,7}.

Berechnen Sie dazu die Kommutatoren [EQ,xi], wobei z; eine Komponente des Ortsoperators
bezeichnet.



e Solution

We start with the commutation relation
(L, ®i] = €mji®;[pr, Ti] = —ihemjir; = ihemij;
and we have
[fﬂ, x;] = themij{Lm,z;},
where {a,b} = ab + ba is the anti-commutator. We can use [Lg, L] = ifiegp.Le to evaluate
(Lo ALy Y] = i njed s 24} + i L 25 ) -
Then we can have
|22, 22, 2:]| == 12(Li{ L 2k} — L, @i} + L{Lis 20} — L Ly, o4}
+{ Lk, wk}Li — {Ln, @i} L + {Liy @n } L — {Lkz,fﬁk}Li) )
by using

€mij€njk = €imi€ikn = OmkOin — OmnOik ,

€mij€nmk = €mij€mkn = OikOjn — OinOjk -

-

- Solution

Now we can further use the followings

Lz = EmikTmI Pk = 0,
Lin@iLuy, = [Lin, %)Ly + ;L% = Ly [x, L) + L2, 2

[Ll,xm] = iheimjxj = *Z.hemijxj = [ZL‘i, Lm] y
to obtain the final relation

[E% [Ez,xi]} = 2h2{L2, z;}
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