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Aufgabe 1: Eichinvarianz

Betrachten Sie den Hamilton-Operator eines geladenen Teilchens im Magnetfeld. Zeigen Sie, dass
die Schrédinger-Gleichung invartiant ist, falls folgende Transformationen gleichzeitig durchgefiihrt
werden

A A" = A4 VA,
bod = b N,
ot

VoW = eTAD,

wobei A das Vektorpotential und ® das skalare Potential ist. ff, ® und A sind Funktionen von
7 und t. @ bezeichnet die elektrische Ladung des Teilchens.

e Solution ~
The Schrodinger equation for the transformed fields is given by
. / 1 he A7 2 / /
0=V — | — | =V —-QA | +QP"| T
2m \ ¢
iQ 1 (he 2\
—enh {matqf —|— <,v — QA> + QP xp} ,
2m \ 1

which directly shows the invariance, where we used

<hﬁ _ M) ¥ oi9A <’?6 _ Q/T) v,

) /)
and

(ihd, — Q') W' = 1M (ihdy — QD) V.

Aufgabe 2: (*) Relativistische Kinematik (4 Punkte)

a) Ein Teilchen mit Masse m und Enerige E bewegt sich entlang der z-Achse und kollidiert
mit einem identischen Teilchen in Ruhe, so dass sich nach der Kollision beide Teilchen
mit dem Streuungswinkel 6 zur z-Achse bewegen. Berechnen Sie den Streuungswinkel
cosf in Abhéngigkeit von E und m. Betrachten Sie den Winkel cos# im relativistischen
(E > mc?) und nicht relativistischen ((E —mc?) < mc?) Limit und berechnen Sie jeweils
die ersten beiden fithrenden Terme.


https://ilias.studium.kit.edu/ilias.php?baseClass=ilrepositorygui&cmd=infoScreen&ref_id=2764125

~ Solution ~

The four momenta can be written as

E me? E' E'
P |1 0 ;| 1P| cosb ;| 1P| cosf
pP1 = 0 ) P2 = 0 ) b1 = |ﬁ/|SiH0 Do = —|ﬁ/|Sin9 )
0 0 0 0

where p'is the three-momentum of the moving particle before the collision and |p'/| is
the absolute value of the three-momentum of both particles after the collision. From
energy and momentum conservation (along the z axis), we have the following relations

E +mc =2F' and |p] = 2|p’| cos 6.
In addition, we have the on-shell relations of both particles
m2ct = B2 — P2 = E? — 522,
Now we can use the first two equations to solve for cos 6 which leads to
|p E? —m?2¢t | E + mc?
cosf = — = = .
20 2VE? —m2ct E + 3mc2

In the relativistic limit (mc?/E < 1), the results reads

14+ met/E 9 9 1 n?
COSH— m—l—mc /E+O((mc /E) )

On the other hand, in the non-relativistic limit ((E — mc?)/(mc?) < 1, we get

2+ (E-m3)/(me?) 1 1 E-mé ) (e
COSH—\/4+(E_m62)/(m02) = ﬂ+8ﬂ7m02 +O((E 2)/(mc?))?).

The first term corresponds to the result that can be obtained in classical mechanics.
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b) Ein Photon mit Wellenldnge A und Energie E' = he/\ bewegt sich entlang der z-Achse und
kollidiert mit einem ruhendem Elektron. Zeigen Sie, dass die Wellenldnge X' des Photons
nach der Kollision geben ist durch

h
1—cosf
mec( cosf),

N =X+

wobei 0 der Streuungswinkel zwischen dem gestreuten Photon und der z-Achse ist. Zeigen
Sie, dass fiir § ~ 7 und E > m.c? in fithrender Ordnung A’ unabhingig von \ ist.



~ Solution

From energy conservation directly follows
E+mec* =FE +E!
and the on-shell condition of the electron can be written as
E? = E?sin?0 4 (E — E' cos?0)? + m2c?
= FE? + E* + m2c* — 2EF cosf
= E? + E? + m2c* + 2Emoc® — 2E'(F + mec?)

E.. Now can solve for B’

mec?E
E(1 —cosf) + mec?’

E =
Thus, the wavelength of the photon after the collision is given by

h (1 —cos®).

MeC

N =X+

Considering the limit 6 ~ 7 and afterwards m.c?/E < 1 leads to

N =X+ mlzc (2 _ _2”)2 +0((0 - w)‘*))
()
_ mhec <2 m;JCQ @ _2”)2 +o((0 - Tr)4> ,

so that the first non-vanishing term is independent of E(\).
-

~
In this case we can write the four momenta as
E mec? E' E!
| (E/e) |1 o0 ;| (E'/c)cosb ;| (E/c)— (E'/c)cos
Pr=t o |> 227 o | 7 [(@®/)sme | P27 —(E'/c)sin
0 0 0 0

where the last equality follows from inserting the the energy conservation relations for

Aufgabe 3: Levi-Civita-Tensor und Lorentz-Transformation

a) Zeigen Sie, dass der total antisymmetrische Levi-Civita-Tensor ein Pseudotensor vierter

Stufe unter Lorentz-Transformation ist, d.h. dass gilt

€M% = det(A) A%, A%, AT, A P = eafro,

Hinweis: Zeigen Sie, dass der Ausdruck in der Mitte die Definition des Levi-Civita-Tensors

erfillt.



~ Solution

First we use the column expansion of determinant
det(A) = A%, Aty A2, A%, P
and we can show that
¢ 012 = det(A) A%, Ay A%, A% P = det(A)? = (£1) = 1.
Second we show that by permuting two indices, we have
6 6 12! /6/
€O = det(A) A%, A7, A2, ATy, P

= det(A) A%, A7 A% A2, (—1) P9
_ _6104576

where the (—1) factor comes from the interchange of two columns.
Alternatively, we have

€M% = det(A) A%, A%, AT, A% P = (det(A))2eP10 = P10

which also follows directly from the definition of the determinant.

-
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b) Zeigen Sie nun, dass 6a676aab567d5, wobei aq, bg, cy,ds Vierervektoren sind, ein Pseu-

doskalar unter Lorentz-Transformationen ist.

~~ Solution
Here we define X := 60‘575aab507d5, and we have have
X' =Pl by ¢, d
= det(A) A%, A% A7, A%, e PV NENY AL AT ay by cpdy

(A)
= det(A)ga,gﬁ,g g(;,eo‘ﬁws au by, c,ds
= det(A) "7 a, by c,pds
=det(A)X . (1)
Hence X is a pseudoscalar under Lorentz transformation. Note that det(A) = +1 for
the proper or improper Lorentz transformation.
J

\

Aufgabe 4: (*) Klein-Gordon-Gleichung im elektromagnetischen Feld

(1+14+1+2+1 = 6 Punkte)

a) Leiten Sie die Klein-Gordon-Gleichung fiir ein geladenes, relativistisches Teilchen im elek-
tromagnetischen Feld her. Benutzen Sie dazu die relativistische Energie-Impuls Beziehung

und verwenden Sie das Korrespondenzprinzip mit minimlar Kopplung.



~ Solution ~

The relativistic energy-momentum relative is given by
E? =m?c + p2

Considering the correspondence principle with minimal coupling, we have to perform
the following replacements

p— —ihV — qA, E — ihd, — qo,

which then leads to the Klein-Gordon equation

_ N\ 2
(ihdy — q¢)> W = [m204 n (—mv - qA) CQ] .
N\ Y,

b) Zeigen Sie, dass U* ein Teilchen mit entgegengesetzter Ladung beschreibt, wobei ¥ eine
Losung der Klein-Gordon-Gleichung aus dem Aufgabenteil (a) ist.

~ Solution ~

We get the equation for ¥* by complex conjugation, where in this case only some signs
will change:

*

21" 2 4 = N2 2
[(ih@t —qo) } U = m=c"U* + {(—z’hv - qA) c ] v
- N2
(—thoy — qqu)2 U* = m2tor + (ihV — qA) AU,
Now we can replace ¢ = —q and obtain the following equation

(ihd; — ¢'9)° U = m2cA0* + (—ihﬁ - q/[f>2 AU,

which again is the Klein-Gordon equation with ¢’ instead of q.

- J

c) Betrachten Sie nun die Klein-Gordon-Gleichung fiir ein Elektron in einem Coulomb-Potential
e®(r) = —Zahe/r, wobei a = €% /(4meghc) ~ 1/137 die Feinstrukturkonstante bezeichnet.
Zeigen Sie mit Hilfe des Separationsansatzes ¥(7,t) = u(7)e *F4/" dass die Klein-Gordon-
Gleichung auf folgende Differentialgleichung zuriickgefiihrt werden kann

(=B2AENA + mPMu(F) = [E — e®(r)u(7) .

~ Solution ~

For a Coulombpotential we have A =0 and we get the following equation by using
the Ansatz

. . S\ 2 .
(ihat N q¢)2 u(f»)eszt/ﬁ — m264u(7—,»)eszt/h + (—ZhV) c2u(7—,»)eszt/h.

After taking the time derivative the differential equation for u(7) is given by:

(E2 +2¢? — 2q¢E) u(7) = <m2c4 _ 02h2§2> ().




d) Vergleichen Sie das daraus folgende Eigenwertproblem mit dem des nicht-relativistischen
Wasserstoffatoms und zeigen Sie, dass die Energieeigenwerte fiir die gebundenen Zusténde
durch

TTLC2

Enl:

)

(Zay? 1/2
(1 + (n—l—1/2+[<Z+1/2>2—<Za>2}1/?)?)

bestimmt sind. Dabei sind n und [ die Quantenzahlen, die in der Losung der Klein-Gordon-
Gleichung auftauschen. Der Vergleich liefert die Relationen zu den Quantenzahlen des
nicht-relativistischen Wasserstoffatoms.

~~ Solution ~

We follow closely the solution of the classical hydrogen atom. Since we have radial
symmetric problem we can use the following Ansatz:

u() = Rui(r)Yim (0, ),

and get the following equation for the radial part R,;:

. <<E+ ;:;)2 _m2c4> Ru(r) = 1 (-12; <2(f) 1 ”) Ru(r) (2)

The differential equation for the non-relativistic hydrogen atom is given by

2 [ 1d d Ul +1 Ze?
<_r2dr <r2dr> + (2)> R (r) = <E’ + > Ry (7).

ﬂ r 4dmegr

Next, we rewrite Eq. to obtain the same form as in the non-relativistic case:

E?2 —m2ct Ze2 h2c? 1d d (1+1) = Z2%2a2
(Zom s 2 rutr) = "o (- (o) + 220

2F 4dmegr 2F \ r2dr " dr r

By comparison of both equations, we get the following relations:

E/: EQ_mZCAL
2F
_FE
/U‘_CQ

1\? 1
= Z) —Z202 - =
l \/<l+2> Q 5

For the non-relativistice hydrogen atom, we have the following solution for E’:

Z%a? uc?

/_
B = - o2

where n’ is the principal quantum number of the non-relativistic hydrogen atom. Now
solving for F leads to

mc2

2 2'
1+ 258

E:




~ Solution ~

For the non-relativistic hydrogen atom we have the relation n’ = n,.+1" with the radial
quantum number n,. This leads to

ch

Z2a?
1+ Tt )2
2

mc

1 + 7202 5
(nrry/ (4 3)P-2202-1)

ch

1+ Z2a? .
(n—l—&—\/ (l+%)2—Z2a2—%>

- J

E:

e) Entwickeln Sie E,,; bis zur vierten Potenz von Zo.

~~ Solution ~
Calculating the Taylor Series in Za leads to
- mc?
1+ Z2a2 5
(nrt /(372202

2 2

9 me 5 mc*(8n, + 21 — 3) 4

= v - Z
M Sl 1 2 Y T R 2, 1t )

where the first term is the energy of the electron in rest (mass), the second term
corresponds to the energy levels of the non-relativistic hydrogen atom and the third
term is originating from relativistic corrections.

. J




