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Aufgabe 1: Stromerhaltung
U sei eine Losung der Dirac-Gleichung fiir ein Teilchen der Masse m und Ladung ¢ in einem
dufleren elektromagnetischen Feld

(Y*(i0y — qA,) —m]¥ = 0.

a) Welcher Gleichung geniigt W?

~ Solution ~

We compute first the hermitian conjugate of the Dirac equation
(W*(i0, — qA,) — m]D) T = Uf[y zg —qA,) —

Next, we multiply this equation with 4 from the right

#(i8, — qAu) — mltn® = ~Tlin"(F, + gA,) +m] = 0.
g J

b) Zeigen Sie, dass der Dirac-Strom j* = iW~y*¥ erhalten ist.

Solution

By using the Dirac equation we obtain

07 = (V@) W+ T (i0) = [ (~gA —m)] ¥+ T [(gA+m) ¥] =0

c) Zeigen Sie, dass die Losungen der Dirac-Gleichung fiir ein freies Teilchen auch die Klein-
Gordon-Gleichung ((O + m?)¥ = 0) erfiillen.


https://ilias.studium.kit.edu/ilias.php?baseClass=ilrepositorygui&cmd=infoScreen&ref_id=2764125

~ Solution

We consider first
0= (i — m)[i — m]¥ = [—-F° — 2mid + m2] V.
Next we simplify

7 = 0,0, = = (Y, 7]+ {+¥*,7"}) 0.0, = 2¢"" 0,0, = 0O,

1
2
where the term with the commutator vanishes due to antisymmetry, and

—2miy" 9,V = —2m?V.

So that in total we have

0=[-0-2m* + m?|¥ = —[0+ m?|V.
N

J

d) Zeigen Sie, dass die Losungen der Dirac-Gleichung in Anwesenheit eines elektromagnetis-

chen Feldes folgender Gleichung
1
(0, +iqA,) (0" + iqgA*) + §qa’\“F>\u +m?¥ =0

geniigt, wobei F), der Feldstarke-Tensor ist.

~~ Solution
With DH = 9" + iqgA* we can write the Dirac equation as

(i) —m) ¥ = 0.
Next we multiply (—il) —m) from the left and get

(=i) —m) (i) —m) ¥ = (PP +m?) ¥ = (D? —ic"” DD, +m?) ¥ =0,

simplified as

—ig" D, D,V = ga“”FW\IJ.

where in the last step we used v#v” = g"” — ioc*”. The middle term can be further

Aufgabe 2: Dirac-Spinoren und raumliche Drehnungen

D, sei die dreidimensionale Drehmatrix fiir die Drehung um den Winkel ¢ um die z-Achse und

S die entsprechende Drehung der Spinoren.

a) Zeigen Sie, dass die Transformationsmatrix Sg in folgender Form geschrieben werden kann

Sr = cos (?) + 1019 Sin <<2b) .



~ Solution ~

The rotation matrix is given by
i
Sk = exp 5012 |,

with
)

5 (72 =) =iny and 0%y = —myane = nyeye = L.

)
012 = 5 [71772] =

Next we calculate

SR = exp (;¢012) =1+ Z% (Mgu)n = cos (g) + 1019 sin (g;)) .
n=1 "

- J

b) Zeigen Sie durch explizite Rechnung, dass SglfijR = (D.);ivi gilt.

~ Solution ~

The three-dimensional rotation matrix D, is given by

cos® sin® 0
D,=| —sin® cos® 0
0 0 1

We calculate

Sg Sk = <cos (;ﬁ) — 10728 <q2§>> Vi (cos (g) + i0q9 sin <(5>>
= cos’ <;b) vj + i [y, 012] cos <g§> sin (i) + sin? <‘§> 127012,

The two products of gamma matrices can be simplified as

(Vi o12] = 2i(gj172 — gj271),

and

o127j012 = 5 + 2(gj171 + gj272)-

Lastly we calculate explicitly the expression for the different values of j

Sp'vSr=m [cos2 (g) — sin? (g)} + 275 sin (g) cos <(§> = 71 cos(¢) + Y2 sin(¢)

Spl9eSn = ... = 12.c08(9) — 71 5in(9)

SplvsSp=...=73
\ J

Aufgabe 3: (*) Pauli-Gleichung und Spin-Bahn-Kopplung (2+2+1 = 5 Punkte)
Um die Pauli-Gleichung aus der Dirac-Gleichung abzuleiten wird diese im nichtrelativistischen



Limes betrachtet. Dabei erhélt man die Gleichung

mi(i):@(ﬁ-ﬂ)(’é>+qq><§>—2mc2<2> (1)

mit den zweikomponentigen Spinoren ¢ und x. Um die Pauli-Gleichung zu erhalten kann nun die
untere Komponente dieser Gleichung fiir [ihd;x|, [¢®x| < |mc?x| betrachtet werden, was dem
nicht-relativistischen Limes entspricht. Diese Annahme fiihrt zu folgender Beziehung zwischen
o und y

e - (ﬁ— q/T>
2mc?

(2)

X = 2me?’ 2mc?

ot O <ih8tx q® )

die in die obere Komponente von Gleichung eingesetzt werden kann (siehe Vorlesung).

a) Leiten Sie eine Relation zwischen ¢ und x analog zu Gleichung her. Beriicksichtigen

qP

SmeZ ) Nehmen Sie daftir wie oben

Sie hierbei zusétzlich Terme in erster Ordnung O

0]
2me? "

~ Solution ~

lihdyx| < |mc?x| an und entwickeln Sie den resultierenden Ausdruck fiir y in

L, 0 S o(s P

zhax =co- (p — qA) © 4 q®x — 2mc?y.
S (s R 70,

— (2mc* — q®) x = ¢ - (p - qA) o+0 <22mtc>2<>

1 q® = ihoyx > ®?
_ (7 ad) o (M0 £E )
X= 9me < + 2mc2> 7\pmad)e T <2m02 4m?2ct

. J

b) Im Folgenden beschrénken wir uns auf den Fall A = 0. Setzen Sie nun den in Teilaufgabe
(a) gefundenen Ausdruck fiir x in die obere Komponente von Gleichung ein. Hierbei
tritt ein Term der Form

G-pOF) G- f

auf. Formen Sie diesen Term um, indem Sie den Impulsoperator nach rechts durchkom-
mutieren und die entstehenden Ausdriicke vereinfachen. Beachten Sie, dass der Impul-
soperator p die rAumliche Ableitung enthélt. Wie lautet die resultierende Gleichung fiir

p?



~ Solution ~

(eI 0
(5 @7+ (G P27 + a0 )

Now we can use the relation

—

@-3)B-6)=a b+id- (6>< 6’)
and simplify the expression as
G- F)O(r) (G - ) = —ih(V®) -+ ha - ((%) X ﬁ) + o,

The differential equations is then given by

Ot 2m  4m?2c?

- J

ind (ﬁQ -1 (—m(%) G+ kT - ((%) X ﬁ) n c1>52) n q¢>> 0.

¢) Wir betrachten nun den Fall ¢ = —e, ® = ®(r) und A = 0, was beispielsweise einem Elek-
tron im Wasserstoffatom entspricht. Identifizieren Sie in ihrem Ergebnis aus der vorherigen
Teilaufgabe den Drehimpulsoperator. Wie sieht der Term des Hamiltonoperators aus, der
diesen Operator enthalt? Was bedeutet dieser Term physikalisch?

-~ Solution ~

The potential depends only on 7, so that we can write

Vo(r) = do(r) . _ 1 <d<1>> .

o o
The relevant term can be rewritten as
e

. - 2\ eh _ (d®Y\ _ eh do\ - -
 4m2c2 ha- ((V(I)) x p) - _4m202r0. <dr> TXP= Com2e2p (dr) §- L,

which leads to a degeneration of energy levels with the same quantum number n but different
quantum numbers [/ in the hydrogen atom.

o )

Aufgabe 4: (*) Nicht-relativistischer Limes fiir bilineare Kovarianten

(5 Punkte)

Bestimmen Sie das fiihrende Verhalten in v/c der bilinearen Kovarianten ul'u

(mit T € {1, 4", o" +,4"45}), wobei u eine Losung der freien Dirac-Gleichung zum Impuls p#
ist.

Hinweis: Beachten Sie, dass die beiden unteren Komponenten von u von der Ordnung v/c relativ
zu den oberen sind.



e Solution

The solution of the Dirac equation is given by

u:N< ﬁ%{s )’ N = Mj

potmXs

and we have to consider the following objects

T
al'u = ulyolu = N? 5.?;(8 Yol' ﬁés .
potmXs Potm Xs

where I' is one of the following matrices

1 — 112902 0 g = 0 ]lgxg
drd 0 o )’ b To,o O

o T 0 i 0 o

0 ]].QxQ i _ O'i O '

Y05 = B P ) Y5 0 —ot

. 7
o = ( ) Jlo:—i((si %
ij o O'k 0
g - eljk O U‘k .




e Solution

For taking the non-relativistic limit we have to rewrite pg in terms of |52 and m? and expand
it in the limit |p]? < m?

/ 2 4
m?
The expansion of the overall normalization factor N2 is given by
pot+m 1 [ PP 1 Izﬂ2 o1
N? = =— (1 1+— | =1 o+
2m 2 ( + + m? T 4 m? + mt )’
and the expansion of the only denominator reads
1 1 1|p)?
o L (LB (1
po+m T om 4m m4

Now we can expand all scalar products, where we also need the relation

(7)1 (5-6) = p'po'o! = p'p) (69 + iehoh) = pip’ = [l

We get for the first two scalar products

ulu = N? (1 — ﬁlz)

(po +m)°

~(rimero () (- (o (50) oo (5),

Tryou = N2 <1+W)Q> =1+ ‘ﬂ2+0<%>.

(po+m

and




e Solution

The remaining scalar products are given by

_ N? Lo L.
Ty = (xl(p-a)xs—xl(p-U)sz) =0
N2 2N?2
- t (5. 5 t (5. ): e
Ty Ys5U p0+m(xs(p 7) xs +xt (7 0) xs prp L@ 9) xs
2N?2 1
- () - ()
p0+m(xs(p )Xs — x50 ) xs
. N2 . . N2 .
T~y = 5t (7. & T—‘.*Tl>: (T.zj )
uy'u p0+m(xsa (P 0)xs + x5 (P-7) o'xs P xipj {o* 07} xs
_ 2N (xoons) = 2
p0+m Xs OXS m
EJOiu— ﬁaiou
. NZ o . ) i .
~ ot m (o' - 0) e =xL 79" o'xa) = 5o (Wl [0 xs)
ik
= 5y, (o)
y : (7 o (7 5) :
Ty ysu = N2 <xl<7’xs+xl (7o + ) Xs | = xlo'xs
0
S Nt k(= =
Ry p-o0) ot(p-o
ua”u—éijkN2 <Xlakxs—xl( (p)+7r§)2 )Xs> ZﬁiijiUsz
0




