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Aufgabe 1: Entropie eines Spinsystems
Betrachten Sie ein System von N Spin-1/2-Teilchen ohne Wechselwirkung untereinander. Berech-

nen Sie die Entropie im kanonischen Ensemble mit Hilfe der Formel Siq, = —k >, w; Inw; und
vergleichen Sie mit S = —(0F/0T)p (vgl. Vorlesung).
s Solution ~

For each spin-1/2 particle, we have the partition function

z; = Z ePEioi — PEL 4 o=BBi — 2 cosh(BE;),
o;=+1

with E; being the energy of a two-level system. Let us assume all £; = E, then the partition
function for the whole system is

Z = sz = H 2 cosh(BE;) = [2cosh (BE)Y |

and

N o EBE; o EBE
w.: =

E P 2 cosh(BE)’
Skan = —k Y _ w;log(w;) =k (N log 2cosh (3E)] — BEN tanh (BE)) .
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On the other hand, we have the free energy
F = —kTlog Z = —NTlog[2cosh (BE)]

and entropy

S = —gi =k (Nlog[2cosh (BE)] — BEN tanh (BE)) .
o J

Aufgabe 2: System von Oszillatoren (2 + 2 = 4)
Wir betrachten ein System von N quantenmechanischen Ozsillatoren, mit Frequenzen w; (i =
1,...,N). Die Energieniveaus eines Oszillators sind gegeben durch (n+1/2)hw; (n =0,1,2,...).

a) Berechnen Sie die Zustandssumme fiir dieses System im kanonischen Ensemble.
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~ Solution
We start with
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b) Berechnen Sie die freie Energie, die mittlere Energie und die spezifische Warmekapazitét.

~ Solution

The free energy is

N s,
F = —;log(Z) = Zleog [2sinh (ﬂQ )} ,

i=1

and the average energy

_ 9log(Z) < hwi Bhw;
U=- a3 —;2(30'6}1(2),

and the specific heat capacity

N

Aufgabe 3: Magnetisches Moment fiir allgemeinen Spin (2+2+ 1+ 1 =6)

Betrachten Sie ein System von N Teilchen mit einem allgemeinen Drehimpuls J mit der Quan-
tenzahl J ohne Wechselwirkung in einem homogenen &ufieren Magnetfeld entlang der z-Achse.

Der Einteilchenhamiltonoperator ist gegeben durch
H=—ji-B, mit i =—gupJ/h.

a) Bestimmen Sie die kanonische 1-Teilchen-Zustandssumme Z;.



~ Solution ~

We calculate the partition function as

7z = i e BPm — i e BEom

m=—J m=—j

1 — o—BEo(2J+1)

2J
— PE0J Z e BEom _ BEy]

1 — e BEo
m=0
LT T Ginh(BE(T + 1))
eBEo/2 — —BE0/2 sinh(BEy/2)
with Ey = gupB.
\_ )

b) Zeigen Sie, dass der Erwartungswert (u,) von einem Teilchen geschrieben werden kann als

( >_l810gZ1
,LLZ _B 3B 9

und berechnen Sie damit den Erwartungswert.

~ Solution ~

We consider first

J
610gZ1 . 1 (9Z1 . 1 Z ie_BEOm

OB ~ 7, 0B 7, 0B

J
=p <le mZ_J(—guBm)e_ﬂEom> = B{pz),

from which the relation directly follows. Next we calculate the expectation value
10 log Z1 1 1 1 ﬁE()

L) == = J+ = ]coth|BEy|J+ =] ] —=coth{—] ).
el = 5 op Q“B<< +2>C° (5‘)( +2>> 2 (2

c) Betrachten Sie den Grenzfall fiir kleine Felder B , bzw. grofle Temperaturen und zeigen
Sie, dass man fiir die magnetische Suszeptibilitdt y wieder das Curie-Gesetz erhélt, also
x~1/T.




~ Solution ~

We expand first the expectation value for small B

(=) = g <<J+;) (BEO (1J+;) + B;Eo <J+;)> ;(61290+ng0)>

_ guBBEy
3

J(J+1).

Now we calculate y as

which follows Curie’s Law.
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d) Bestimmen Sie (u,) und x im gemeinsamen Grenzfall J — oo und g — 0, wobei g - J
konstant sein soll.

~ Solution ~

In the combined limit we obtain for (i)

1
() = gusJ (Coth(BEoJ) - BE0J> ;

where we used

9(J +1/2) = gJ(1+ O(g))
2 BE,

2 | BE 2
coth(BEo/2) = g + =~ + 0g").
And for x we obtain
) (1 > 520 (9157)"5
x = (guBJ)"B <5EOJ sinh?(BEoJ)) 3
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