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Aufgabe 1: Entropie eines Spinsystems
Betrachten Sie ein System vonN Spin-1/2-Teilchen ohneWechselwirkung untereinander. Berech-
nen Sie die Entropie im kanonischen Ensemble mit Hilfe der Formel Skan = −k

∑

iwi lnwi und
vergleichen Sie mit S = −(∂F/∂T )B (vgl. Vorlesung).

Solution� �
For each spin-1/2 particle, we have the partition function

zi =
∑

σi=±1

eβEiσi = eβEi + e−βEi = 2 cosh(βEi) ,

with Ei being the energy of a two-level system. Let us assume all Ei = E, then the partition
function for the whole system is

Z =
∏

i

zi =
∏

i

2 cosh(βEi) = [2 cosh (βE)]N ,

and

w±

i =
e±βEi

zi
=

e±βE

2 cosh(βE)
,

Skan = −k
∑

i

wi log(wi) = k (N log [2 cosh (βE)]− βEN tanh (βE)) .

On the other hand, we have the free energy

F = −kT logZ = −NT log [2 cosh (βE)]

and entropy

S = −
∂F

∂T
= k (N log [2 cosh (βE)]− βEN tanh (βE)) .

� �

Aufgabe 2: System von Oszillatoren (2 + 2 = 4)
Wir betrachten ein System von N quantenmechanischen Ozsillatoren, mit Frequenzen ωi (i =
1, . . . , N). Die Energieniveaus eines Oszillators sind gegeben durch (n+1/2)ℏωi (n = 0, 1, 2, . . .).

a) Berechnen Sie die Zustandssumme für dieses System im kanonischen Ensemble.

https://ilias.studium.kit.edu/ilias.php?baseClass=ilrepositorygui&cmd=infoScreen&ref_id=2764125


Solution� �
We start with

Z = Tr
[

e−βH
]

=

N
∏

i=1

∞
∑

n=0

⟨n| e−βHi |n⟩ =

N
∏

i=1

∞
∑

n=0

e−β(n+ 1
2
)ℏωi

=
N
∏

i=1

e−
1
2
βℏωi

∞
∑

n=0

(

e−βℏωi

)n
=

N
∏

i=1

e−
1
2
βℏωi

(

1

1− e−βℏωi

)

=

N
∏

i=1

[

2 sinh

(

βℏωi

2

)]−1

� �
b) Berechnen Sie die freie Energie, die mittlere Energie und die spezifische Wärmekapazität.

Solution� �
The free energy is

F = −
1

β
log(Z) =

N
∑

i=1

kT log

[

2 sinh

(

βℏωi

2

)]

,

and the average energy

U = −
∂ log(Z)

∂β
=

N
∑

i=1

ℏωi

2
coth

(

βℏωi

2

)

,

and the specific heat capacity

cV =
∂U

∂T
=

N
∑

i=1

1

k

(

ℏωi

2T

)2 [

sinh

(

ℏωi

2kT

)]−2

.
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Aufgabe 3: Magnetisches Moment für allgemeinen Spin (2 + 2 + 1 + 1 = 6)
Betrachten Sie ein System von N Teilchen mit einem allgemeinen Drehimpuls J⃗ mit der Quan-
tenzahl J ohne Wechselwirkung in einem homogenen äußeren Magnetfeld entlang der z-Achse.
Der Einteilchenhamiltonoperator ist gegeben durch

H = −µ⃗ · B⃗, mit µ⃗ = −gµBJ⃗/ℏ.

a) Bestimmen Sie die kanonische 1-Teilchen-Zustandssumme Z1.
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Solution� �
We calculate the partition function as

Z1 =

J
∑

m=−J

e−βEm =

J
∑

m=−j

e−βE0m

= eβE0J
2J
∑

m=0

e−βE0m = eβE0J 1− e−βE0(2J+1)

1− e−βE0

=
e

βE0(2J+1)
2 − e−

βE0(2J+1)
2

eβE0/2 − e−βE0/2
=

sinh(βE0(J + 1
2))

sinh(βE0/2)
,

with E0 = gµBB.
� �

b) Zeigen Sie, dass der Erwartungswert ⟨µz⟩ von einem Teilchen geschrieben werden kann als

⟨µz⟩ =
1

β

∂ logZ1

∂B
,

und berechnen Sie damit den Erwartungswert.

Solution� �
We consider first

∂ logZ1

∂B
=

1

Z1

∂Z1

∂B
=

1

Z1

J
∑

m=−J

∂

∂B
e−βE0m

= β

(

1

Z1

J
∑

m=−J

(−gµBm)e−βE0m

)

= β ⟨µz⟩ ,

from which the relation directly follows. Next we calculate the expectation value

⟨µz⟩ =
1

β

∂ logZ1

∂B
= gµB

((

J +
1

2

)

coth

(

βE0

(

J +
1

2

))

−
1

2
coth

(

βE0

2

))

.

� �

c) Betrachten Sie den Grenzfall für kleine Felder B⃗, bzw. große Temperaturen und zeigen
Sie, dass man für die magnetische Suszeptibilität χ wieder das Curie-Gesetz erhält, also
χ ∼ 1/T .
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Solution� �
We expand first the expectation value for small B

⟨µz⟩ = gµB

(

(

J +
1

2

)

(

1

βE0

(

J + 1
2

) +
βE0

3

(

J +
1

2

)

)

−
1

2

(

2

βE0
+

βE0

6

)

)

=
gµBβE0

3
J(J + 1).

Now we calculate χ as

χ =
∂ ⟨µz⟩

∂B
= (gµB)

2 β

3
J(J + 1) ∼

1

T
,

which follows Curie’s Law.� �

d) Bestimmen Sie ⟨µz⟩ und χ im gemeinsamen Grenzfall J → ∞ und g → 0, wobei g · J
konstant sein soll.

Solution� �
In the combined limit we obtain for ⟨µz⟩

⟨µz⟩ = gµBJ

(

coth(βE0J)−
1

βE0J

)

,

where we used

g(J + 1/2) = gJ(1 +O(g))

coth(βE0/2) =
2

βE0
+

βE0

6
+O(g2).

And for χ we obtain

χ = (gµBJ)
2β

(

1

βE0J
−

1

sinh2(βE0J)

)

B→0
=

(gµBJ)
2β

3

� �
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