Moderne Theoretische Physik II

(Quantenmechanik IT und Statistik)

Institut fiir Theoretische Teilchenphysik

Prof. Dr. Matthias Steinhauser, Dr. Daniel Stremmer
WS 25/26 — Blatt 1 Besprechung: 04.11.2025

Aufgabe 1: Harmonischer Oszillator
Gehen Sie aus vom eindimensionalen harmonischen Oszillator als ungestortem System:

2
1
Hy = 2p—m + §mw2x2

a) Berechnen Sie Die Korrekturen zu den Energieniveaus in erster und zweiter Ordnung
Storungstheorie fiir die Stérung

H1 = )\11‘.

Vergleichen Sie mit der exakten Losung.

~ Solution ~

Using the relation

h

(mlaln) =/ 5

(\/ﬁém,nfl +vn+1 5m,n+1) )

where we used

h
r=\g—(atal), all)=vVaFin+1), oln)=val-1),
the first-order corrections to the energy eigenvalue EELO) = hw(n + %) are given by

EWM = A (n|z|n) = 0.

The second-order corrections are obtained by

2 2
2) _ 2 [(mlz|n)|” A
E" =\ %: O _ O T T omw?

Alternatively, the total Hamiltonian H = H' + H; can be written as

2 2
p 1 2.2 )\1

H=-"—+—- - —
2m—|—2mwy 2mw?’

A

with y=z+—>5,
mw

so that the exact energy eigenvalues are given by
1 M
E, = hw ) -
" (n * 2) 2mw?’

which coincides with the results from the perturbation theory.

- /
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b) Wiederholen Sie Aufgabenteil a) fiir die Stérung
H2 = )\2$2.

~ Solution

Similiarly, we have

So that the energy corrections are given by

A 1
1) _ 2 _ 2
Eq(z) = Ao (n|z*|n) = hwmuﬂ <n—|— 2) ,

and
2 2 2
(@ _ 2 N~ [T 1 1
" _AzngéO)—Eﬁé’)_ 2" \maz) "2

The full Hamiltonian can be rewritten as

2
1 . - 2 2
Hozp—+fmw2x2, with w:\/w2+—2:w 1+ 222
2m = 2 m mw?

The energy eigenvalues are then given by

_ 1\ YR YIRS X 1
En_hw<n+2>_hw<1+mw2—2<mw2> + O(X\;) ntg ),

and expanding it recovers the first- and second-order energy corrections.

.

(mla?|n) = % (\/n(n “Dbmns + 20+ Domn + /(n + 1)(n + 2)5m7n+2) .

/

c) Berechnen Sie die Korrektur zur Grundzustandsenergie in erster und zweiter Ordnung

Storungstheorie fiir die Storung

H3 = )\31’4.

~~ Solution ~

Using the results from above we get

hoO\2
2*10) = 2%(2%)0)) = <> (3 10) 4+ 6v/22) + 2\/6\4>) ,
2mw
and the energy corrections can be calculated as
h 2
BN =23 (0[2*)0) =3 [ —
0 3 < ’x ‘ > 2w ’
and
21,,\|2 2 4
= 3 LGl - o (o)
mz0 o~ — Em me
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Aufgabe 2: Zwei-Niveau-System
Gegeben sei der folgende Hamiltonoperator, welcher ein Zwei-Niveau beschreibt:

H=Hy+ H,

wobei

_(Ex1 O :
Hy = ( 0 EQ) mit FEy # Ey

7=y b))

Betrachten Sie H' als Storung zu Hy und berechnen Sie in niedrigster nicht verschwindender
Ordnung Storungstheorie die Energieeigenwerte von H. Was passiert im entarteten Fall Fy =
Es?

und

- Solution ~
The energy corrections are given by,
~ 11H'|2)|? V2
W =F 1|H'|1 7|< =F 4+ —
1 1+<| ‘>+ El—Ez 1+E1_E2
~ 1H'|2)]? V2
FEy=F 2|H'|2 Hi =Fy+ ———
2 = E> + (2[H'[2) + B — I 2t 5 B

where the first non-vanishing contribution corresponds to the second order in perturbation
theory.
In the degenerated case 1 = Ey = E, we have to find the eigenvalues of the following
matrix to obtain the energy corrections:
0 Vv
v 1)

which are given by Ax = £V, so that the energy corrections in first order of perturbation
theory are given by

EL=E4+V.

Aufgabe 3: Wasserstoffatom
Betrachten Sie ein Elektron gebunden im Potential eines Wasserstoffatoms, das durch folgenden
Hamiltonoperator beschrieben wird:

9 - =

e L-S
H=Hy+ ———
o+ 2m2c¢2 3
wobei Hy gegeben ist durch
) 2
HO = pf - ia
2m T



und der L - S-Term die Spin-Bahn Kopplung beschreibt.

Betrachten Sie den L - S-Term als Storung und berechnen Sie die Korrektur zur Eigenenergie
in erster Ordnung Storungsrechnung. Verwenden Sie dazu die ungestorten Eigenfunktionen in
der Basis, die durch |j,mj, 1, s) gegeben ist. Dabei sind h%j(j + 1), h2(l + 1) und h?s(s + 1) die
Eigenwerte der Quadrate des Gesamtdrehimpuls, des Bahndrehimpuls und des Spins. Am; ist
der Eigenwert von J,.

a) Betrachten Sie zundchst nur den Winkelanteil der Storterms. In wieviele Niveaus spalten
sich die Energien F,, fir n =1,2,3 auf?

~ Solution ~

The wavefunction of the hydrogren atom without spin-orbit coupling can be schemat-
ically written as |n, [, m) and we have the following relation Hy|n,l,m) = E, |n,l,m),
so that the eigen energies do not depend on I, m. Considering the eigen energy for a
fixed value of n, we have [ = 0,1,...,n — 1 with =] < m < [. So that in total the
degeneracy of the eigen energy F,, is n?. Taking into account the spin of the electron,
we write the wave functions as |n,l, s,m, ms) with s = 1/2 and mgs = £1/2, and the
degeneracy increases to 2n2.

Introducing now the total angular momentum J =L+ S, the scalar product can be
written as

5.5:%@_132_52).

In addition, we define new states |n, j,l,s,m;) (|l —s| < j < |l+s| and —j < m; < j),
which we decompose as |n,l) |j,l,s,m;), where |n,[) is the usual radial part of the
eigen states of Hy. The state |j,[,s,m;) is obtained from the addition of the two
angular momenta L and S and can be written as

|j,l,8,mj> = Z <l787ma ms|jalvsvmj> |l,s,m,m8>,

m,mg

where the coefficients are the standard Clebsch-Gordan coefficients. These new states
are still eigen states of Hy with Hg|n,j,l,s,m;) = Ey|n,j,1,s,m;), since the wave
functions only depend on n and [. The degeneracy to the eigen energy E, can be
calculated as

n—1 1+1/2 1 n—1 141
Yy 2<j—|—2) ~ Y S ok =2,

1=0 j=1—1/2 1=0 k=l

where 2 (j + %) accounts for the degeneracy of m;.

From the scalar product we know that energy corrections will depend j,[, s and not
on mj. Thus, it is expected that the energy E, will split into 2(n — 1) energy levels
E, ;1 s, where this number is obtained from the upper sum by setting the degeneracy
factor to 1 and by starting the first sum with 1 since for [ = 0 the term LS directly
vanishes and leads to the normal F,,.

- J

b) Betrachten Sie nun auch die 7-Abhéngigkeit des Storterms. Wie lautet die Korrektur erster
Ordnung zu F, aufgrund der Spin-Bahn-Kopplung?
Bei der Berechung des Matrixelements bietet es sich an, eine Unterscheidung zwischen
I =0 und [ # 0 vorzunehmen.
Fiir den Radialanteil bendtigen Sie das Matrixelement (n,! ]r%\n, [). Falls es Thnen nicht




gelingt eine geschlossene Formel fiir beliebiges n herzuleiten, ist es ausreichend, die Falle
fiir n < 3 explizit zu betrachten.

~ Solution ~

In order to obtain the new energy levels to first order in perturbation theory we have
to diagonalize the matrix

(n, 1, s,m,mg|V|n,l',s,m’',m.),

where V' is the perturbation term. Choosing the new basis from a), this matrix is
directly diagonal:

<naja l7 S, mj|v|n7j/7 lla S, m;> = AEj,l,séjj’(sll’(smjm;a
with

e2h2 o 1
ABj1s = 4o (GG +1) = Wl +1) = s(s 4+ 1)) (n,1] |, ).

The remaining scalar product is given by

1 ') n 2
(n, 1| =1n, 1) :/ ap (1)
r 0

r3

U () 1 2 [n=1-1"( 2\ o
7 = "2 | Ln—l—l
r a3 " (n+1)! nap

n—Il—1
_1k 2
=3 (SR e et

with

2r > ( r >
exp | — ,
napg napg

and

The exact result is given by

1 1 1

<nvl|r73|n7l>: CLSB’HS l(l—i-%)(l—i—l) (Z#O),

so that the energy corrections are obtained with

e?h? (j(G+1) =1l +1)—s(s+1))

AEj s =
TS T gm2e? alndl(l+3)(1+1)

(1 #0).




~ Solution

Alternatively, it is possible to consider specific values of n. With n = 3 we have to
consider the following wave function:

r

ug,1(r) re 2@

o 2\/6&53/27
us1(r) B 2\/%7’6_@(60,3 —r)
- 7/2 ’
r 8lag
2,2, Tag
u3’2(70) 2 1—57“26 3ap
o 7/2
r 8lay

The corresponding integrals than lead to

1 1
<2’1‘r73‘27 1) = 2403,
ap
1 1
(3,1|=%13,1) = —,
r3 81“?9
1 1
3,2|—=13,2) = ——-.
(3 ‘r3‘ »2) 405a%
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Aufgabe 1: (*) Zerfall eines Tritiumkerns (4 Punkte)

Ein Tritiumkern (*H) verwandle sich durch 3-Zerfall in einem Heliumkern (*He). Berechnen Sie
die Wahrscheinlichkeit, dass ein Elektron, das sich im Grundzustand des Tritiumatoms befand,
im 2s-Zustand des Heliumatoms gefunden wird.

. Solution ~

The decay will be described in the ”Sudden approximation”. The ground state of the tritium
is |¥1) = [1S3) and the 2s state of the Helium is |Ws) = [2S55,). We can write the wave
function as a radial part and an angular part. The radial part is given for arbitrary Z (see
Schwabl, Quantenmechanik, page 132) by

3/2
Rip(r) =2x% <Z) efZT/aO,

ag
7 \*? Zr
— 2 o 1 - —ZT‘/(QCL())'
Rao(7) * <2a0> < 2a0> e

Therefore, we have for the tritium

(x[W1) = Rio(r)Yoo(O, ¢),
and for the Helium

(z|W2) = Roo(r)Yo0(O, ¢).
The transition probability is then obtained by

P‘P1—>‘1’2 = |<\112|\Ij1>|27

> 1 4 r 1
Uo|T) = 2 o) * —2r/ao 1o )= _=
(Wa|Wy) /o drr /d 747rage < a0> 5

which then leads to

with

1
Py, owy = [(T2]T1)]* = T
\_ J
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Aufgabe 2: (*) Magnetische Resonanz (2 + 2 + 2 = 6 Punkte)

Betrachten Sie ein Spin-1/2-Teilchen in einem Magnetfeld mit konstanter Komponente in z-
Richtung und einer mit Frequenz w in der zy-Ebene rotierenden Komponente. Der Hamilton-
Operator fiir dieses System lautet:

H(t) = Ho+V(t),
Hy = woS:,
V(t) = wicos(wt)Sy + wisin(wt)sS,,

wobei S; mit i = x, ¥y, z die Komponenten des Spin-Operators bezeichnet.

a) Bestimmen Sie den Hamilton-Operator H;(t), der die Dynamik im Wechselwirkungsbild
charakterisiert.

~ Solution ~

H[(t) — eiHot/ﬁVe—iHot/ﬁ
We can write V' as

—iwt
V(t) = wi cos (wt) Sy 4wy sin (wt) Sy = —— ( eiowt ¢ > ,

In addition, we can simplify the exponential function as

00 . n iwgt
) 1 /iHpt e 2 0
ezHOt/h=1+§:nv< ho> :< 0 “;)
n=1

[§]

where we have used o2 = I. Finally, H;(t) can be obtained by matrix multiplication

wlh 0 ei(wo—w)t
Hl(t> = 7 < e—i(wg—w)t 0

- J

b) Bestimmen Sie den zeitabhingigen Erwartungswert (S)(¢) fiir den Fall w = wy. Zum Zeit-
punkt t = 0 befindet sich das System im Grundzustand von Hy. Berechnen Sie dafiir
zuerst die Wellenfunktion |¢7(t)) im Wechselwirkungsbild.




~~ Solution ~N
We write the expectation value (S)(¢) as

(S)(8) = (@IS (1) = @1 (®)ISi (@)1 (D)) ,
where S;(t) is given by
Sr'[(t) _ eiHot/fL ge_iHOt/ﬁ,

and the wave function in the interaction picture is obtained from the differential equa-
tion

(1) = Hr(t) hir (1)

We write the wave function as

o) = (S

so that we get the following differential equations for w = wy:

. d wih
Zh&c_t,_(t) = TC_ (t)
. d wih
ihe(t) = %ch(t).

Applying i% on the first equation and inserting the second equation into the first one
(and vice-versa) leads to

—j;ci(t) - (ﬂ)zci(t).

By specifying the boundary condition as ¢4 (0) = 0 and ¢_(0) = 1, the solution is
given by
cy(t) = —isin (%t) and c_(t) = cos (%t) :

The wave function in the Schrédinger picture can then be obtained by
[ (1)) = e gr (1)) .
The expectation values are then given by
(S2) (1) = (WOIShb(1)) =~ sin(wot) sin(ur1)
(5,) (1) = ()1, (1) = 3 cos(wot) sin(eon)

() (1) = ((0)|S=o(t)) = 2 cos(eon)
- J

c) Fir die allgemeine Losung der Schrodinger-Gleichung erweist es sich als vorteilhaft, eine



andere Aufteilung des Hamilton-Operators zu wahlen:

H(t) = Hy+V'(t),
H), = wS.,
V() = (wo—w)S. + V().

Im Wechselwirkungsbild lautet dann der Hamilton-Operator
V[/(t) _ ez’H(’)t/hV/(t)e—iHét/h _

Bestimmen Sie nun den Erwartungswert (S,)(¢) fiir beliebiges w, wobei sich das System
zum Zeitpunkt t = 0 wieder im Grundzustand von Hy befindet.

~ Solution ~

The solution is obtained in a similiar way as in b). The Hamiltonian in the interaction
picture is obtained by

Hi(t) = ey et/ — ( (@ —-w)  w )

2 w1 —(wp — w)
m%mw = Wc+(t) + %hc,(t)
ih%c_(t) - —(“’Ozw)hc_ (t) + %hc+(t).

Now take second derivative in ¢ on the first diff. eq. and substitute ¢, (¢) and ¢’_(¢)
from above, we have the second-order diff. eq.

2

@C.ﬁ_(t) + Q20+(t)2 = 0, with Q=

(wo —w)2 4+ w?.

N |

Given the boundary condition ¢4 (0) = 0 and ¢_(0) = 1, we can have the following
solution
ey (t) = —i;% sin(Q) ,

Wy — W

c_(t)y=1 50

sin(Qt) + cos(Q2).

The wave function in the Schrédinger picture is then given by
“Te(t)
i e zc
() = e M yr (1)) = | © TN
ez c_(t)
and the scalar product gives

(5.) (1) = (w0 = w)* + wi cos(201)

2 (wo — w)? + w?




Aufgabe 3: Freies Elektron im elektrischen Feld
Wir betrachten ein Elektron in einem zeitlich konstanten elektrischen Feld € = —ez in (—x)-
Richtung, wobei € = |£].

a) Das Elektron soll sich in positive z-Richtung bewegen. Geben Sie den Ausdruck fiir die
Kraft auf das Elektron an. Wie sehen das zugehorige Potential und der Hamiltonoperator
aus?

b) Zuerst soll das stationdre Problem gelost werden. Zeigen Sie, dass sich mit der folgenden
Variablentransformation

ol

1 (z + 2p) mit E 41 2mes\
=—(x+=x mit g = — un = —=
Yy o E E e ee 72

das Eigenwertproblem HY = EV zu
(05 +9)¥(y) =0

vereinfacht.

Die Losung fiir diese Differentialgleichung ist

1 z+ £
v = —Aji| ——&
£(2) vmeelee ' ( lee )

mit der Airy Funktion Ai(—z) = ﬁ o~ dv cos (% - 193:).

Eine zweite Moglichkeit, dieses Problem zu l6sen, ist, das konstante elektrische Feld durch das
Vektorpotential A und das Skalarpotential ¢ auszudriicken. Wir wahlen ¢ = 0, wodurch sich
das Vektorpotential iiber den Zusammenhang &= —0,A ergibt.

¢) Geben Sie die zeitabhéngige Schrodinger Gleichung fiir ein geladenes Teilchen mit Ladung
q = —e in einem elektromagnetischen Feld an. Setzen Sie dann ¢ = 0, bestimmen Sie das
Vektorpotential iiber &= —8, A und lésen Sie die Schrodinger-Gleichung.
Hinweis: Benutzen Sie fiir die Wellenfunktion den Ansatz W, (x,t) = X,(x)pp(t).

Nun wollen wir die Beziehung zwischen den beiden Losungen, Up(z,t) = Ug(z)exp(—LEt)
(stationdre Losung mit Zeitentwicklungsoperator) und ¥ (z, t) (nicht-stationére Losung), finden.

d) Finden Sie die Eichtransformation, die die Hamiltonoperatoren der beiden Teilaufgaben
ineinander Uberfithrt. Geben Sie die Ausdriicke fir die transformierten Felder und Wellen-
funktionen, A’, " and W} (z,t), an.

e) Die beiden Lésungen W (z,t) und Vg(x,t) sind beides Losungen der zeitunabhingigen
Schrodinger-Gleichung des gleichen Hamiltonoperators, sie bilden also jeweils einen voll-
standigen, orthogonales Satz von Basisvektoren und kénnen dementsprechend ineinander
iibergefiihrt werden. Zeigen Sie, dass fiir den Fall ¢ = 0 folgende Beziehung gilt:

Vi(o,0) = [ 3 Pan(p)(.0),



e Solution

1. The force on the electron is F' = ee = —0, V. Our Potential is therefore V(z) = —ecx
and the Hamiltonian
hQ pQ
H:—%ai—eex:%—ega:

2. We start with the eigenvalue problem
HUp =FEVg

1
— 824-*(174-:619) Uep=0

v
Using the substitution given above we can calculate
@:é@
and our equation simplifies to
(85 +y)¥g =0.
3. The Hamiltonian is

> A 2 — t3 2
2m 2m

with ¢ = —e, & = —9A = A = —&t and @ = 0. We solve the time dependent
Schrodinger equation thdy ¥ (x,t) = HW(z,t) with the following ansatz

Ty (@,1) = ey ().
This leads to the following differential equation for ¢, (t)

(p + ect)?

ih@tcpp(t) = om

ep(t)

with the solution ¢, (t) = exp [—% fot dt’ W} and therefore our total solution are

the so called Hougthon functions

U, 1) = exp [;(px _ /Ot dt’(p—;:t,)z)] .




e Solution ~
4. Our Hamiltonian was H = 7 (p+ eA)? with A = —&t and ¢ = 0. We want our
A = A+ Vy = 0 which leads to

Vx =¢ét = —ctt = x = —ctx

We can define now our gauge transformed scalar field and there from the potential of
our system
o =p—0x=cr = V() =qp(z) = —ecm.

The wave function changes to

1 e
qx} = WV, exp [etm}

\If;,:\preXp[h 5

and is the solution to the Hamiltonian H' = 2=

5 — €€z, which is exactly the same as
the one from part a).

5. We start with W g(z,0)

1 1 £
Up(z,0) = A <—“>

1 o0 Z[%* vE ] _ vz
dl/e eelee | ¢ lee ,

)
o
)
§
|
8

We now substitute p = Z—Z which leads to

1 1 [e%s) i|:(leslé)3 _£:| i
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Institut fiir Theoretische Teilchenphysik

Prof. Dr. Matthias Steinhauser, Dr. Daniel Stremmer
WS 25/26 — Blatt 3 Abgabe: 14.11.2025, 11:30 Uhr; Besprechung: 18.11.2025

Aufgabe 1: (*) Harmonischer Oszillator (3 + 2 =5 Punkte)
Betrachten Sie einen harmonischen Oszillator mit der Storung

a)

b)

V(t)=—f(t)x.
Betrachten Sie die Funktion
f(t) = AWV 2hmw30(1)O(r — t),

mit 7 > 0. Berechnen Sie in erster Ordnung zeitabhéngiger Stérungstheorie die Wahrschein-
lichkeit Py_,1, dass ein System im Grundzustand zur Zeit ¢ < 0 nach der Zeit ¢ > 7 im
ersten angeregten Zustand zu finden ist. Wie lautet die Abhéngigkeit von 7 im Grenzfall
wr KL 17

~ Solution ~

The potential can be rewritten as
V(t) = —2AV2mhw30(t)O(r — t) = —\wO(1)O(T — t)(a + a'),
then the probability Py, is given by

1
P0—>1:*

2
o 2 .92 wT
72 = 4)\* sin (7) .

/ dt e FL=F)t/h 11V (1)]0)

to

In the limit wT < 1 we get

PO*)l = )\20.}27'2.

- J

Betrachten Sie nun eine gauflférmige Stérung mit

—t2 /72

Jr

und berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit FPy_,; fiir ¢ — oo, wobei angenommen wird,
dass der Ostzillator sich fiir ¢ — —oo im Grundzustand befindet. Zeigen Sie, dass im

Grenzfall wr < 1 sich die gleiche Wahrscheinlichkeit wie in der vorherigen Teilaufgabe
ergibt. Bestimmen Sie Py, fiir wr > 1.

F(t) = \W2hmws
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~ Solution ~

Following the last part, we have

00 2
/ dt eiwtftz /72
—o0

where the integral can be obtained from ffooo dze " = /7 and the variable transfor-
mation y = (t/7 — iwt/2). In the limit wr < 1 we obtain as above

A2w? 2.2
2 2 2 —wet?/2
= N wT e /,

PO—>1:

Pos1 = Nw?7?,
and in the limit wr > 1 we get

Poﬁl — 0.

Aufgabe 2: (*) Fermis Goldene Regel (5 Punkte)

Ein Teilchen befinde sich in einem eindimensionalen Potential, beschrieben durch
V(z) = -V0(d/2 — |z),

wobei Vg > 0. Der Potentialtopf sei so tief, dass die Grundzustandsenergie des Teilchens sehr
klein ist im Vergleich zu der Energie, die es benétigen wiirde um den Potentialtopf zu verlassen:
R2n?/(2md?) < V.

Betrachten Sie nun eine zeitabhéngige Storung H' = V§(x) cos(wt) zu dem oben beschriebenen
Potential. Bestimmen Sie die Ubergangsrate vom Grundzustand in das Kontinuum aufgrund
von H' in erster Ordnung zeitabhidngiger Storungstheorie. Benutzen Sie dafiir Fermis Goldene
Regel.

Hinweis: Die Wellenfunktion fiir das Teilchen in einem unendlich tiefen Potentialtopf ist gegeben

durch
[60(a)) = ﬁ cos () .

fir |z| < d/2, was dem Anfangszustand entspricht. Im Kontinuum, dem Endzustand, gilt fir
die Wellenfunktion des Teilchens

s (2)) = jzexp (ikz).

wobei L eine Lange ist, die zur Normierung der Wellenfunktion eingefiihrt wird.



e Solution ~

Considering that the potential box is deep enough that the lowest lying states sees the walls
as infinitely high, the ground state is defined as:

2 T 272
= 3 R < = — -
|0 (x)) \/;cos ( y ) for|z| < d/2, e Vo + er

A delocalized state (E > 0) is characterized on the other hand by the continuous quantum
number k, and is defined as:

' 2.2
s (2)) = jzk es(k) = ok

The transition rate between two such states is given by, according to Fermi’s golden rule

om

ok = o2 1070 V() o)) (5(es (k) — eo — hw) + 8{es (k) — eo + )],

with the o-functions imposing energy conservation via an absorption (first one) or emission
process (second one). The scalar product, on the other hand, keeps into account the strength
of the potential channel connecting the initial and end states.

As in our problem the initial state has less energy than the final one, only absorption
processes will be relevant. Solving the equation the equation €s(k) —eg — fw = 0 for k leads
to

_ _ 2mw w2 2mV
hy— k=40 T2
* \/h tET R

The total transition rates is given by the integral of I'y ;. over all possible final states. Using
the identity of the dirac delta distribution

- et
|/ ()] ’
where x; are the zeros of f(x), we get

L VZm
To= [ ——dkTop = ———
0 /27r OF = h3d k|’

where in the first line the [ %dk is the dimensionless integration measure to sum the final
states.

J

Aufgabe 3: Kommutatorrelationen
Uberpriifen Sie die Kommutatorrelation fiir den Drehimpulsoperator L und den Ortsoperator i

[L2,[L%,7]] = 2r*{L%,7}.

Berechnen Sie dazu die Kommutatoren [EQ,xi], wobei z; eine Komponente des Ortsoperators
bezeichnet.



e Solution

We start with the commutation relation
(L, ®i] = €mji®;[pr, Ti] = —ihemjir; = ihemij;
and we have
[fﬂ, x;] = themij{Lm,z;},
where {a,b} = ab + ba is the anti-commutator. We can use [Lg, L] = ifiegp.Le to evaluate
(Lo ALy Y] = i njed s 24} + i L 25 ) -
Then we can have
|22, 22, 2:]| == 12(Li{ L 2k} — L, @i} + L{Lis 20} — L Ly, o4}
+{ Lk, wk}Li — {Ln, @i} L + {Liy @n } L — {Lkz,fﬁk}Li) )
by using

€mij€njk = €imi€ikn = OmkOin — OmnOik ,

€mij€nmk = €mij€mkn = OikOjn — OinOjk -

-

- Solution

Now we can further use the followings

Lz = EmikTmI Pk = 0,
Lin@iLuy, = [Lin, %)Ly + ;L% = Ly [x, L) + L2, 2

[Ll,xm] = iheimjxj = *Z.hemijxj = [ZL‘i, Lm] y
to obtain the final relation

[E% [Ez,xi]} = 2h2{L2, z;}

N
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WS 25/26 — Blatt 4 Abgabe: 21.11.2025, 11:30 Uhr; Besprechung: 25.11.2025

Aufgabe 1: (*) Wasserstoffatom im elektrischen Feld (4 Punkte)

Betrachten Sie ein Wasserstoffatom in einem homogenen elektrischen Feld Eﬁ(t)7 das entlang der
z-Richtung liegt. Die Amplitude betrage E(t) = A7/(7? + t?), wobei A und 7 vorgegebene
Konstanten sind. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit P fiir den Ubergang des Elektrons aus
dem Grundzustand (bei t — —o0) in den 2P-Zustand (bei t — +00).

Hinweis:
+oo W
/ dx % = E67‘“‘“.
— a*+x a

s Solution ~

The electric filed in the z-direction implies the Hamiltonian
H = Ho+ V(t) = Hy+ qE(t)z,

where ¢ is the charge of the electron. By using first-order perturbation theory, we have

L [T BB

1 o[t . s Arq
= 0fpmn + - /Oo dt' e e (n|z|m) ,

_ Agm
~in €

el )
where we use the integration formula in the hint and with wy,, = (E, — E,,)/h. With
|m) = |1s) and |n) = |2p), we have the probability

B A2q27T2

Prsop = [A(D)]? 5

e 7] (2p|2[1s) 7

where |w|i1s52p = E2gE1

- J

— 3B
“4h-
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e Solution ~

Then we use the following wave functions for the states

2 —Tr/aop
11s) : 100(7) = Rio(r)Yoo(0, ¢) = agﬁe / T

12p,0 =1) 1 Y21 (7) = Ra1(r)Yim(0, 9),
where m = —1,0,1 and Bohr radius ag. Here we only need 1219(7) since Y7 +1(0, ¢) eti?
and fo% d¢e™® = 0, then we have

1 1 "N\ /(2 3
Y210 = R21(7)Y10(0, ¢) = \/5(2%)3/2(@0)6 /(2 O)HE cosf .

Using spherical coordinates, z = r cos 8, we have

(2p|Z]|1s) = 1o [1 /Oo r3dr (T> 63/2(7"/“0)] /1 cos? 0dcos€/27T do
Ar /2 Lag Jo ao —1 0

ap 28

= E? s
and the probability

2,2 15 2,2
A’ wiTa22 AT owr 2

P15—>2p = hT € 0@ ~ 0.55 72 e ag-

Aufgabe 2: (*) Lebensdauer fiir Dipoliibergang (2 + 3 + 1 = 6 Punkte)
Betrachten Sie ein Wasserstoffatom, wobei sich das Elektron in einem 2 P-Zustand mit m = 0, +1
oder —1 befindet. Mit Hilfe der zeitabhéngigen Storungstheorie erster Ordnung erhélt man fiir
die Ubergangsrate in den 1S-Zustand (in SI-Einheiten)

dF2P—>15,EA o

317 k|2
= w’|d - €
dQ 272 |d2p1s kXL

wobei k und A Wellenzahl und Polarisation des Photons sind und sich w aus der Energiedifferenz
zwischen dem 2P- und 1S5-Niveau ergibt.

a) Summieren Sie tiber beide Polarisationszustédnde und integrieren Sie iiber den Raumwinkel
dQ2 (des Vektors k), um die Lebensdauer in Abhéngigkeit vom Betrag des Dipolmatrixele-
ments |dap,15| zu bekommen.



~ Solution ~
We have

dar -
Loypon = 3 [d=20eB -y 12,
A

Now parametrise the angle with
- . L - e -
dop,1s - € | = cosbh|dips], dop,1s - €7 , = cos ba|dap,1s]
then we have
Toposts = [ dQ=—wd|dap1]?(cos? 2
2p—ls = S5 w”|dap 15| (COS 1+ cos 2) -
27e
Nexz rewrite the cos; in spherical coordinates as
cosfy =sinfcos ¢, cosfly = sinfsin ¢,

which corresponds to choosing the coordinate system such that the two polarization
vectors span the x — ¢ plane. Finally we have

/dQ(cos2 61 + cos? 92) = /

-1

1 8

2
d cos 6 sin? 9/ do(cos® ¢ + sin? ¢) = 5
0
Hence we have

o -
72w3‘d2p,15’27

Fops1s =
P 3c

and the lifetime is

4oy - -
T = 1/F2p—>ls = <7w3‘d2p,ls|2>
- J

b) Berechnen Sie das Dipolmatrixelement afg p,1s und driicken Sie die Lebensdauer 7 durch «,
me, ¢ und A aus.



~ Solution

dop 1. = (15| R|2p) = / P2 / 4G5 (P ()7

We use
sin 6 cos ¢
15(7) = R1o(r)Yo0(0, @), 12s(F) = Ro1(r)Yim(0,6), 7=r|sinfsing |,
cos 0
and
1 /3 /3 » /3 .
Yoo = — Yio =1/ — Yi1 = —4/ — si 2 VA B —i¢
00 Jin 10 y cosf, 11 - sin fe'? 1,—1 - sinfe™'? |
then we have
1 /87
in 6 = —1/ — (Y] - Y
sin ¢ cos ¢ 5\ 3 (Y1,-1— Y1),
1 4
sianirub:—% 8;(Y1_1+Y11) COSG—\/?YN.
Hence we have
2 _r 1 r
—_ a, 2a,
Ry a3/2e o, Rog (24a3)17 ag 0
yielding
. /Y1, — Y1)
cfg,ls:/ drr eQGO/dQ 1/8’TY__|_Y
p ; —5 (Y11 11)
%Yw
%\/g((sm—l_éml)
1 256q 1\/5(5 o)
aé\@ 81 92 ,—1 m,1
\/75777,0
Hence
- 2 7956\ [1 1 1
dop 15l = 20 (222} 12 (60 1 4+ 0m1) + = (01 + Om1) + =Om
|dop. 1] 6(81) [6( 1+ ,1)+6( —1+ ,1)+3 0
2915
= gT (5m,1 +6m,71 +5m,0) .
-




~ Solution

Now with w =
the life time

-

h

Eap—Fis
h

T =

o?mc? 1 1\ _ a?>me®3 _
Pe (-5 +3) =< and ag =

4a 915 -1
(Bczwgagglo((st + (5m7_1 + 5m70)>

-1

7,34 2 o8
%% (Ot + Ot + Gmo)
:=1 for m=-1,0,1
ho 38
aPmc? 28

amce’

we can compute

N

J

c) Werten Sie 7 numerisch aus. Numerische Werte fiir die Konstanten finden Sie auf der
Webseite https://pdg.1bl.gov/2023/reviews/contents_sports.html.

Solution

7 =1.595 x 107 %




Aufgabe 3: Hamilton-Operator des freien Strahlungsfeldes
Der Hamilton-Operator des freien Strahlungsfeldes in einem endlichen Volumen V ist gegeben
durch

2 2
_ €ocC 3 (E =9
Hrad —_— T d T <C2+B >
Veoc? 1 = - o
= 9T (BlROP + Fx ) )
k

wobei gg(t) aus Gl. (2) (siehe unten) extrahiert werden kann. Zeigen Sie, dass Gl. (1) in folgender
Form geschrieben werden kann

wobei k den Wellenvektor und A die Polarization bezeichnet. Das Vektorpotential ist dabei
gegeben durch (mit wy = kc)

_— h
A5 0= g (a2
kA

i(k-F—wyt) T oox —i(kF—wgt)
\€ + ap \EF\C , (2)

=t

wobei Qg und ag die Erzeugungs- bzw. Vernichtungsoperatoren sind. Es gilt
laz,al 1=6-206\n, lar,ar,]=0, und [a. ,al ]=0
EX? E’,X kk’ A PSPV ’ E,A’ E’,X .

-

Hinweis: O.B.d.A. kann man Polarisationsvektoren wéhlen, so dass gilt £ , =& .



e Solution

It is enough to consider the following the form of the vector potential A(7,t) = 3 Ag(t)e“z"?

with
—iwpt t X zwkt)
~ g £r € +a- e
Aglt \/2ch50 EATEA FASEN ’

which holds only in the integral. We can employ the properties of polarisation vectors
()‘ =1, 2)

B
‘??‘l

— — — —

61'62:07 1 X &2 = ) |é;|:17

S
ST

and obtain the followings

—iwpt T iwpt
- o Tio—iwpt T\ R|zx piwkt
TR m [(amkme rk\)

~ (apalfie e+ af gz ) |

With £7 - €5 = 0 and |¢;| = 1, we further have
5 h
A-|? =
| k| ; 2kCV€0

oL B . 2 .
12 2(. . T T 2 7.2 —2iwt 1 2 2iwt
|k x Ag|” = E/\ Ve {k: (ak)\ P + a oz, A) + a];’)\k e 2wkt (aE’)\) k2e="wk ] .

2
2 % o 2 (2N —2iwgt 1 O\ it
Wi, <ak,>\a1§,,\ + aE’/\ak’)) + aE,)\( wi)e + (aEA (—wi)e

] = 0z z/0xx and arrive at

o g2 272 al
Now use wj, = ¢*k” and [a SV

L N ST h o t i
RO +1Fx TP =2 3 gy (agral, +al o)

2h + 1
= Ve ;k (aE)\CLE’)\ + 2> )

and finally

V€062 2h + 1
Hia = —— 5 Z k (aE,AaE’ Aty
EA

1
_ thk (aEAak/\—i— 2)
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Prof. Dr. Matthias Steinhauser, Dr. Daniel Stremmer
WS 25/26 — Blatt 5 Abgabe: 28.11.2025, 11:30 Uhr; Besprechung: 02.12.2025

Aufgabe 1: Eichinvarianz

Betrachten Sie den Hamilton-Operator eines geladenen Teilchens im Magnetfeld. Zeigen Sie, dass
die Schrédinger-Gleichung invartiant ist, falls folgende Transformationen gleichzeitig durchgefiihrt
werden

A A" = A4 VA,
bod = b N,
ot

VoW = eTAD,

wobei A das Vektorpotential und ® das skalare Potential ist. ff, ® und A sind Funktionen von
7 und t. @ bezeichnet die elektrische Ladung des Teilchens.

e Solution ~
The Schrodinger equation for the transformed fields is given by
. / 1 he A7 2 / /
0=V — | — | =V —-QA | +QP"| T
2m \ ¢
iQ 1 (he 2\
—enh {matqf —|— <,v — QA> + QP xp} ,
2m \ 1

which directly shows the invariance, where we used

<hﬁ _ M) ¥ oi9A <’?6 _ Q/T) v,

) /)
and

(ihd, — Q') W' = 1M (ihdy — QD) V.

Aufgabe 2: (*) Relativistische Kinematik (4 Punkte)

a) Ein Teilchen mit Masse m und Enerige E bewegt sich entlang der z-Achse und kollidiert
mit einem identischen Teilchen in Ruhe, so dass sich nach der Kollision beide Teilchen
mit dem Streuungswinkel 6 zur z-Achse bewegen. Berechnen Sie den Streuungswinkel
cosf in Abhéngigkeit von E und m. Betrachten Sie den Winkel cos# im relativistischen
(E > mc?) und nicht relativistischen ((E —mc?) < mc?) Limit und berechnen Sie jeweils
die ersten beiden fithrenden Terme.


https://ilias.studium.kit.edu/ilias.php?baseClass=ilrepositorygui&cmd=infoScreen&ref_id=2764125

~ Solution ~

The four momenta can be written as

E me? E' E'
P |1 0 ;| 1P| cosb ;| 1P| cosf
pP1 = 0 ) P2 = 0 ) b1 = |ﬁ/|SiH0 Do = —|ﬁ/|Sin9 )
0 0 0 0

where p'is the three-momentum of the moving particle before the collision and |p'/| is
the absolute value of the three-momentum of both particles after the collision. From
energy and momentum conservation (along the z axis), we have the following relations

E +mc =2F' and |p] = 2|p’| cos 6.
In addition, we have the on-shell relations of both particles
m2ct = B2 — P2 = E? — 522,
Now we can use the first two equations to solve for cos 6 which leads to
|p E? —m?2¢t | E + mc?
cosf = — = = .
20 2VE? —m2ct E + 3mc2

In the relativistic limit (mc?/E < 1), the results reads

14+ met/E 9 9 1 n?
COSH— m—l—mc /E+O((mc /E) )

On the other hand, in the non-relativistic limit ((E — mc?)/(mc?) < 1, we get

2+ (E-m3)/(me?) 1 1 E-mé ) (e
COSH—\/4+(E_m62)/(m02) = ﬂ+8ﬂ7m02 +O((E 2)/(mc?))?).

The first term corresponds to the result that can be obtained in classical mechanics.

- J

b) Ein Photon mit Wellenldnge A und Energie E' = he/\ bewegt sich entlang der z-Achse und
kollidiert mit einem ruhendem Elektron. Zeigen Sie, dass die Wellenldnge X' des Photons
nach der Kollision geben ist durch

h
1—cosf
mec( cosf),

N =X+

wobei 0 der Streuungswinkel zwischen dem gestreuten Photon und der z-Achse ist. Zeigen
Sie, dass fiir § ~ 7 und E > m.c? in fithrender Ordnung A’ unabhingig von \ ist.



~ Solution

From energy conservation directly follows
E+mec* =FE +E!
and the on-shell condition of the electron can be written as
E? = E?sin?0 4 (E — E' cos?0)? + m2c?
= FE? + E* + m2c* — 2EF cosf
= E? + E? + m2c* + 2Emoc® — 2E'(F + mec?)

E.. Now can solve for B’

mec?E
E(1 —cosf) + mec?’

E =
Thus, the wavelength of the photon after the collision is given by

h (1 —cos®).

MeC

N =X+

Considering the limit 6 ~ 7 and afterwards m.c?/E < 1 leads to

N =X+ mlzc (2 _ _2”)2 +0((0 - w)‘*))
()
_ mhec <2 m;JCQ @ _2”)2 +o((0 - Tr)4> ,

so that the first non-vanishing term is independent of E(\).
-

~
In this case we can write the four momenta as
E mec? E' E!
| (E/e) |1 o0 ;| (E'/c)cosb ;| (E/c)— (E'/c)cos
Pr=t o |> 227 o | 7 [(@®/)sme | P27 —(E'/c)sin
0 0 0 0

where the last equality follows from inserting the the energy conservation relations for

Aufgabe 3: Levi-Civita-Tensor und Lorentz-Transformation

a) Zeigen Sie, dass der total antisymmetrische Levi-Civita-Tensor ein Pseudotensor vierter

Stufe unter Lorentz-Transformation ist, d.h. dass gilt

€M% = det(A) A%, A%, AT, A P = eafro,

Hinweis: Zeigen Sie, dass der Ausdruck in der Mitte die Definition des Levi-Civita-Tensors

erfillt.



~ Solution

First we use the column expansion of determinant
det(A) = A%, Aty A2, A%, P
and we can show that
¢ 012 = det(A) A%, Ay A%, A% P = det(A)? = (£1) = 1.
Second we show that by permuting two indices, we have
6 6 12! /6/
€O = det(A) A%, A7, A2, ATy, P

= det(A) A%, A7 A% A2, (—1) P9
_ _6104576

where the (—1) factor comes from the interchange of two columns.
Alternatively, we have

€M% = det(A) A%, A%, AT, A% P = (det(A))2eP10 = P10

which also follows directly from the definition of the determinant.

-

J

b) Zeigen Sie nun, dass 6a676aab567d5, wobei aq, bg, cy,ds Vierervektoren sind, ein Pseu-

doskalar unter Lorentz-Transformationen ist.

~~ Solution
Here we define X := 60‘575aab507d5, and we have have
X' =Pl by ¢, d
= det(A) A%, A% A7, A%, e PV NENY AL AT ay by cpdy

(A)
= det(A)ga,gﬁ,g g(;,eo‘ﬁws au by, c,ds
= det(A) "7 a, by c,pds
=det(A)X . (1)
Hence X is a pseudoscalar under Lorentz transformation. Note that det(A) = +1 for
the proper or improper Lorentz transformation.
J

\

Aufgabe 4: (*) Klein-Gordon-Gleichung im elektromagnetischen Feld

(1+14+1+2+1 = 6 Punkte)

a) Leiten Sie die Klein-Gordon-Gleichung fiir ein geladenes, relativistisches Teilchen im elek-
tromagnetischen Feld her. Benutzen Sie dazu die relativistische Energie-Impuls Beziehung

und verwenden Sie das Korrespondenzprinzip mit minimlar Kopplung.



~ Solution ~

The relativistic energy-momentum relative is given by
E? =m?c + p2

Considering the correspondence principle with minimal coupling, we have to perform
the following replacements

p— —ihV — qA, E — ihd, — qo,

which then leads to the Klein-Gordon equation

_ N\ 2
(ihdy — q¢)> W = [m204 n (—mv - qA) CQ] .
N\ Y,

b) Zeigen Sie, dass U* ein Teilchen mit entgegengesetzter Ladung beschreibt, wobei ¥ eine
Losung der Klein-Gordon-Gleichung aus dem Aufgabenteil (a) ist.

~ Solution ~

We get the equation for ¥* by complex conjugation, where in this case only some signs
will change:

*

21" 2 4 = N2 2
[(ih@t —qo) } U = m=c"U* + {(—z’hv - qA) c ] v
- N2
(—thoy — qqu)2 U* = m2tor + (ihV — qA) AU,
Now we can replace ¢ = —q and obtain the following equation

(ihd; — ¢'9)° U = m2cA0* + (—ihﬁ - q/[f>2 AU,

which again is the Klein-Gordon equation with ¢’ instead of q.

- J

c) Betrachten Sie nun die Klein-Gordon-Gleichung fiir ein Elektron in einem Coulomb-Potential
e®(r) = —Zahe/r, wobei a = €% /(4meghc) ~ 1/137 die Feinstrukturkonstante bezeichnet.
Zeigen Sie mit Hilfe des Separationsansatzes ¥(7,t) = u(7)e *F4/" dass die Klein-Gordon-
Gleichung auf folgende Differentialgleichung zuriickgefiihrt werden kann

(=B2AENA + mPMu(F) = [E — e®(r)u(7) .

~ Solution ~

For a Coulombpotential we have A =0 and we get the following equation by using
the Ansatz

. . S\ 2 .
(ihat N q¢)2 u(f»)eszt/ﬁ — m264u(7—,»)eszt/h + (—ZhV) c2u(7—,»)eszt/h.

After taking the time derivative the differential equation for u(7) is given by:

(E2 +2¢? — 2q¢E) u(7) = <m2c4 _ 02h2§2> ().




d) Vergleichen Sie das daraus folgende Eigenwertproblem mit dem des nicht-relativistischen
Wasserstoffatoms und zeigen Sie, dass die Energieeigenwerte fiir die gebundenen Zusténde
durch

TTLC2

Enl:

)

(Zay? 1/2
(1 + (n—l—1/2+[<Z+1/2>2—<Za>2}1/?)?)

bestimmt sind. Dabei sind n und [ die Quantenzahlen, die in der Losung der Klein-Gordon-
Gleichung auftauschen. Der Vergleich liefert die Relationen zu den Quantenzahlen des
nicht-relativistischen Wasserstoffatoms.

~~ Solution ~

We follow closely the solution of the classical hydrogen atom. Since we have radial
symmetric problem we can use the following Ansatz:

u() = Rui(r)Yim (0, ),

and get the following equation for the radial part R,;:

. <<E+ ;:;)2 _m2c4> Ru(r) = 1 (-12; <2(f) 1 ”) Ru(r) (2)

The differential equation for the non-relativistic hydrogen atom is given by

2 [ 1d d Ul +1 Ze?
<_r2dr <r2dr> + (2)> R (r) = <E’ + > Ry (7).

ﬂ r 4dmegr

Next, we rewrite Eq. (2) to obtain the same form as in the non-relativistic case:

E?2 —m2ct Ze2 h2c? 1d d (1+1) = Z2%2a2
(Zom s 2 rutr) = "o (- (o) + 220

2F 4dmegr 2F \ r2dr " dr r

By comparison of both equations, we get the following relations:

E/: EQ_mZCAL
2F
_FE
/U‘_CQ

1\? 1
= Z) —Z202 - =
l \/<l+2> Q 5

For the non-relativistice hydrogen atom, we have the following solution for E’:

Z%a? uc?

/_
B = - o2

where n’ is the principal quantum number of the non-relativistic hydrogen atom. Now
solving for F leads to

mc2

2 2'
1+ 258

E:




~ Solution ~

For the non-relativistic hydrogen atom we have the relation n’ = n,.+1" with the radial
quantum number n,. This leads to

ch

Z2a?
1+ Tt )2
2

mc

1 + 7202 5
(nrry/ (4 3)P-2202-1)

ch

1+ Z2a? .
(n—l—&—\/ (l+%)2—Z2a2—%>

- J

E:

e) Entwickeln Sie E,,; bis zur vierten Potenz von Zo.

~~ Solution ~
Calculating the Taylor Series in Za leads to
- mc?
1+ Z2a2 5
(nrt /(372202

2 2

9 me 5 mc*(8n, + 21 — 3) 4

= v - Z
M Sl 1 2 Y T R 2, 1t )

where the first term is the energy of the electron in rest (mass), the second term
corresponds to the energy levels of the non-relativistic hydrogen atom and the third
term is originating from relativistic corrections.

. J
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(Quantenmechanik IT und Statistik)

Institut fiir Theoretische Teilchenphysik

Prof. Dr. Matthias Steinhauser, Dr. Daniel Stremmer
WS 25/26 — Blatt 6 Abgabe: 05.12.2025, 11:30 Uhr; Besprechung: 09.12.2025

Aufgabe 1: (*) Eichinvarianz Dirac-Gleichung (5 Punkte)

Betrachten Sie den Hamilton-Operator der Dirac-Gleichung im elektromagnetischen Feld und
zeigen Sie, dass die Dirac-Gleichung invartiant ist, falls folgende Transformationen gleichzeitig
durchgefiihrt werden

A A" = A4 VA,
bd = b,
ot

U — ¥ = Uexp(ieA/h),

wobei A das Vektorpotential und ® das skalare Potential ist. /Y, ® und A sind Funktionen von
7 und t. (—e) ist die Ladung des Elektrons.

e Solution ~

Similar to the last exercise sheet we have
ho o
0= iho, ¥’ — [00_2 <Z,V — eA') + Bmc? + e@’} v’
ieA/h ) . _(he 7 2
=e thoyW — |ca | =V —eA ) + Bmc” + e |V 5 |
1
where we used

(ih0; — e®’) Mg — M (ihg, — e®) U

[co’é (hﬁ — e/f’) }e”A/h\If — oleA/h [co_é (hﬁ — e/_f) ]\Il
i i

and

Aufgabe 2: 7 — 777~
Ein ruhendes Z-Boson der Masse M, = 91.1887 GeV/c? zerfalle in ein 7F7~-Paar
(m,+ = 1.7771 GeV /c?).

a) Berechnen Sie die Energie und den Impuls der Zerfallsprodukte (in GeV bzw. GeV/c ).


https://ilias.studium.kit.edu/ilias.php?baseClass=ilrepositorygui&cmd=infoScreen&ref_id=2764125

~ Solution ~

Let pY, p§ and pf§ be the 4-momenta of the Z-Boson and the taus. We start with the
Z-Boson mass at rest, which translates to

Mzc
0
n=1
0

Momentum and energy conservation implies

Mzc MZC/2 MZc/2
,u 0 " 0 0
b = 0 =py +p3 = 0 + 0 )
0 —|pl 1]

where we chose p' || €, w.l.o.g. The energy of the 7 is therefore given by
E, = Mzc%/2 = 45.5944GeV

and its momentum can be calculated using the energy momentum relation E? =
m2ct + [p? ¢

1 [Myet
7l =~ =5 — m2et = 45.5597GeV /e
\_ J

b) Die mittlere Lebensdauer ruhender 7-Leptonen betrigt 2.956 - 10713s. Wie weit kommen
die 7-Leptonen im Mittel?



~ Solution

We know the lifetime of the 7 in its restframe and want to calculate the lifetime in the
restframe of the Z. We therefore need to find the Lorentz transformation to switch
between both. We can calculate the corresponding v using

E, = M262/2 = ym,c?

z

= 25.6566

—7=5

mr

With v we can also calculate 8 using

1 I
Y= e B = [1— — = 0.99924
V1-p? gl

As a last step we have to transform to the restframe of the Z which means

Tlc v 0 0 —pBy T:c ~Trc
0 _ 0 10 O 0 _ 0
o || o o1 o || o | 0
z By 0 0 ~ 0 —vBTrc

We finally find

z = vyBTrc = 0.00227193m

N

Aufgabe 3: (*) Gamma-Matrizen (1 + 2+ 2 =5 Punkte)
a) Die Gamma-Matrizen geniigen der Dirac-Algebra
{277 =24""1.

Sie haben in der Dirac-Darstellung folgende Form

0 _ 1 0 i _ 0 ag;
7 0 _]l ) 7 _Uz 0 )
wobei g;, i = 1,2, 3 die Pauli Matrizen bezeichnen.
Berechnen Sie die Matrizen
i

O'/UJZQ[’Y;L”YV]? p,v=20,1,2,3,

in der Dirac-Darstellung.

Solution

We have for ¢ =1,2,3

(00 ‘__Z.Oai ‘_Z.Oai _ fox O
g00 = 0 0/ 00; = o; 0)° gi0 = oi 0)° 045 = €ijk 0 oy




b) Zeigen Sie, dass gilt

(O Opw] = =2i(GupOuw — JupOuw — GuwOup + GuwOpp) -

~ Solution ~
We have

[0, O] = ;([yp, (0] | = [ [UWW;JH)

Then we can derive
[0, Vo] = 2 (Gun Ve = G W) -

Finally we have

[Uuw Upw] =2 (ngapu — JuwOpv — YpvOuwv + gNPUWV)'

- J

c) Zeigen Sie, dass gilt

AB+BA=2A-B, A+ 4y =24",
vV Ay, = 24, v ABy, =4A- B,

wobei A und B Vierervektoren sind und die Notation A = A,v* verwendet wurde.
Hinweis: Fiir Aufgabenteil (b) und (c) soll keine explizite Darstellung der Gamma-Matrizen
verwendet werden.

~ Solution ~
We can show that

AB+ BA=A,B,{+",7"} =2A,B,¢" =2A- B,
VA4 AV = A (M + M) = 24,9" = 247,

VW Av, = A (VA ) = ... = 24,
v ABY, = AyBov" Y"1 = ApBo ({77, Y 1% — ¥ W)
—...=4A-B.
N\ J

Aufgabe 4: Rechnen mit natiirlichen Einheiten

In der Teilchenphysik rechnet man in einem Kinheitensystem mit & = ¢ = 1. Das bedeutet,
dass Geschwindigkeiten in Einheiten der Lichtgeschwindigkeit und Wirkungen in Einheiten des
Planckschen Wirkungsquantums dividiert durch 27 angegeben werden.

a) Welche Beziehungen folgen daraus zwischen den Einheiten Meter, Sekunde und MeV?
Hinweis: ¢ = 299792458 m/s und h = 6,582119 - 10722 MeV s.



~ Solution ~

1s7! = 6.582119 x 10~22 MeV.

1m = 1.973 x 10713 MeV
g J

b) Welcher Masse in Kilogramm entspricht 1 MeV?
Hinweis: 1eV = 1,602176 - 1071 J.
Solution

MeV  10° x 1.602176 x 1019 Js?

1 i
2 (299792458)2 m?

1.78 x 10~ kg,

c) Driicken Sie die inverse Pionenmasse (m, = 140 MeV) in fm(= 1015 m) aus.

Solution

1 1
140MeV ~ 140MeV

x 6.582119 x 10722 MeV s x 299792 458m/s = 1.41 fm

d) Das Z-Boson hat etwa eine Breite von 2.50 GeV. Wie lange ist die Lebensdauer des Z-
Bosons in Sekunden?
Solution

K 6.582119 x 10"2*MeV s

= =2.63 x 10 %s.
T 2.50 GeV 03> 107

Ty =




@ 6()47/1\&(10&\/\2: Ao Deec - @(.O/'(}vaﬁ

>3 = 4 & VA — A =3 —TA

%
P> = ¢-"%A > - b3

e A
Y - ’Zf ?6)(9(\2,/\) ,>,7+ 19'&&,9(‘

D'rma- Q@Wa ™ dbbd@owgm’r\sm el
[c?f\ (E\%« e &) *‘P“\C?]’%'z (W, -e4)T /
= et (B3-edd«pocreglt= w0g /

~>[cj\({5l~?7—~e

(3 =9 « poc 1@t + O] ' exp(—182) = WOyflexp (1)

ACT(ET =B + 0T+ ™+ € 44a0BN B¢ el 0
" , . _ \ Tie
SRR+ in g (B, enp(-807) = WO ety et YA

=2 cR /‘V(’%'exp( e /\3*@& (-ex'~ ?.\1/\)-&?% e¢' [} exe(- W\)

= Cok,l[@?())exfc ?_/\>.,\Q(Z/KV/\>€)((C( “\\)}4

0]

(=D Co%*f(viﬁwp/x— WA)%MMWMMM@ HeM

s e e

c«»KCQCi\ S oA >+(>ch + e d! \7}. =R D, '/ /Z(S/s)

@0’\7 %X/“_qu: Q_Q)‘“JZ

14 o ‘ o o
3 -( 1), ¥ ”(—00—. o

645_: Sinv ,',;(?r\g\,}) v =023

- P@'—M“H;W‘“""J’- 1,2.3
~



Soo = O, .= Oy = Gy i /

Sy =2 Wil 5 (zy, % —%y y§>= iX ¥, <9y Z,.

6“0:}%.'!\50’]51"1'{” (06f>(0 ’1)’ >_ \(o .
—r
=0(i+0)
6‘\=lj'a%i"ﬁo'.i«m:' © ’>( : >-'(- °>
= 1( L)\~s, © S /
=3 BT Y ’.'fi"i L.
o>
:Oﬁ(

g (e e - (s :703w

. ("‘5\5@ 0 B L c)
e 1k % S,
O \%_\\\\LGL\. \J / /

3
%652 &3, ¥ £ T

b = Lo, Spal? T Qe 3 S T GeTap + Joa Gup)
150,051 [ 50 e §e7) =2 ( O g 11~ (520
(5 Lo = oT) = Lo oy S0

T oo - S Yy fgYoSv Fogy T

——;L([yg,[wgﬂ]« 8o T )

[Q Y/"‘XV] X"‘)} \5/»\&\’ Xﬂjﬁ X;\
L (YAl Ps =908 g = Yo¥ Y +3?L)72¢y/,)

—

2



= 5 G 3= 9 m i~ $90 3 81 ige)
5 W o2 = o gl = 2pr gt 200230
> 5 (U9 y, ~Y s Yo D
= 20 0o g - 9o o)
- [ g1 = 2 COpou-amp )
= 5 (W lsmge D B T, pl])
£ (20340 (0t g s > = 0 [l Gpodbm 9 )
= (8 L3593 9o Dyggod= oo Loty Do
2 (D07 Spp— G S = Y Bigp + G S0 )
= T (O - Grussyp - ogu o “amp) /

cy 23 (1) ﬁ/?/ T.ﬁﬁ =2A QR (Z)Xvﬂ/‘r%f} PN
(3) 3\7 %5\7 = ’Z% ; (M)BV%}! Yy © AR

il =AY R =8y
Oy Ay 9X9 3 B\’XO’AF/X# - EA/AX/A'@V yvf
~ 48,7735 - 48027 - Z*”“V‘Z”f'@/‘/

GV P Ayt Agr g = 3T AT S A 5 S
- An 29 = 2A//



(>): 23‘7 A" Y,

= W A3S G - AN

" A B e = A Y ey

AL =y Bl )

AT e = g F (o' o))

Ao g 2 (o B g gD

(2N = 2 9g Sy'E)

RZICHIEN bl Y R

T2y )

> ALY - w"ﬁ SR M /

Y Y A By = F Ay 87 o

107, gL - my ) 8o,

= (A 2= A a9 Gyt g

AT G o — A ) Ty Gy g
) 37

LB - (785 = G



= A, @jjyyﬂ_ A/X/A[@f (Lﬁ\)j)y\)‘ Efyfg\)&)

- L/P/‘ % })JOZ/” «271)/1 65 y/‘“gf + AV/AX/M %6{)} :

—

Ly 1Y - gy N € U 7y

/

2: (s75)

Z (oo <




Moderne Theoretische Physik II

(Quantenmechanik IT und Statistik)

Institut fiir Theoretische Teilchenphysik

Prof. Dr. Matthias Steinhauser, Dr. Daniel Stremmer
WS 25/26 — Blatt 7 Abgabe: 12.12.2025, 11:30 Uhr; Besprechung: 16.12.2025

Aufgabe 1: Stromerhaltung
U sei eine Losung der Dirac-Gleichung fiir ein Teilchen der Masse m und Ladung ¢ in einem
dufleren elektromagnetischen Feld

(Y*(i0y — qA,) —m]¥ = 0.

a) Welcher Gleichung geniigt W?

~ Solution ~

We compute first the hermitian conjugate of the Dirac equation
(W*(i0, — qA,) — m]D) T = Uf[y zg —qA,) —

Next, we multiply this equation with 4 from the right

#(i8, — qAu) — mltn® = ~Tlin"(F, + gA,) +m] = 0.
g J

b) Zeigen Sie, dass der Dirac-Strom j* = iW~y*¥ erhalten ist.

Solution

By using the Dirac equation we obtain

07 = (V@) W+ T (i0) = [ (~gA —m)] ¥+ T [(gA+m) ¥] =0

c) Zeigen Sie, dass die Losungen der Dirac-Gleichung fiir ein freies Teilchen auch die Klein-
Gordon-Gleichung ((O + m?)¥ = 0) erfiillen.


https://ilias.studium.kit.edu/ilias.php?baseClass=ilrepositorygui&cmd=infoScreen&ref_id=2764125

~ Solution

We consider first
0= (i — m)[i — m]¥ = [—-F° — 2mid + m2] V.
Next we simplify

7 = 0,0, = = (Y, 7]+ {+¥*,7"}) 0.0, = 2¢"" 0,0, = 0O,

1
2
where the term with the commutator vanishes due to antisymmetry, and

—2miy" 9,V = —2m?V.

So that in total we have

0=[-0-2m* + m?|¥ = —[0+ m?|V.
N

J

d) Zeigen Sie, dass die Losungen der Dirac-Gleichung in Anwesenheit eines elektromagnetis-

chen Feldes folgender Gleichung
1
(0, +iqA,) (0" + iqgA*) + §qa’\“F>\u +m?¥ =0

geniigt, wobei F), der Feldstarke-Tensor ist.

~~ Solution
With DH = 9" + iqgA* we can write the Dirac equation as

(i) —m) ¥ = 0.
Next we multiply (—il) —m) from the left and get

(=i) —m) (i) —m) ¥ = (PP +m?) ¥ = (D? —ic"” DD, +m?) ¥ =0,

simplified as

—ig" D, D,V = ga“”FW\IJ.

where in the last step we used v#v” = g"” — ioc*”. The middle term can be further

Aufgabe 2: Dirac-Spinoren und raumliche Drehnungen

D, sei die dreidimensionale Drehmatrix fiir die Drehung um den Winkel ¢ um die z-Achse und

S die entsprechende Drehung der Spinoren.

a) Zeigen Sie, dass die Transformationsmatrix Sg in folgender Form geschrieben werden kann

Sr = cos (?) + 1019 Sin <<2b) .



~ Solution ~

The rotation matrix is given by
i
Sk = exp 5012 |,

with
)

5 (72 =) =iny and 0%y = —myane = nyeye = L.

)
012 = 5 [71772] =

Next we calculate

SR = exp (;¢012) =1+ Z% (Mgu)n = cos (g) + 1019 sin (g;)) .
n=1 "

- J

b) Zeigen Sie durch explizite Rechnung, dass SglfijR = (D.);ivi gilt.

~ Solution ~

The three-dimensional rotation matrix D, is given by

cos® sin® 0
D,=| —sin® cos® 0
0 0 1

We calculate

Sg Sk = <cos (;ﬁ) — 10728 <q2§>> Vi (cos (g) + i0q9 sin <(5>>
= cos’ <;b) vj + i [y, 012] cos <g§> sin (i) + sin? <‘§> 127012,

The two products of gamma matrices can be simplified as

(Vi o12] = 2i(gj172 — gj271),

and

o127j012 = 5 + 2(gj171 + gj272)-

Lastly we calculate explicitly the expression for the different values of j

Sp'vSr=m [cos2 (g) — sin? (g)} + 275 sin (g) cos <(§> = 71 cos(¢) + Y2 sin(¢)

Spl9eSn = ... = 12.c08(9) — 71 5in(9)

SplvsSp=...=73
\ J

Aufgabe 3: (*) Pauli-Gleichung und Spin-Bahn-Kopplung (2+2+1 = 5 Punkte)
Um die Pauli-Gleichung aus der Dirac-Gleichung abzuleiten wird diese im nichtrelativistischen



Limes betrachtet. Dabei erhélt man die Gleichung

mi(i):@(ﬁ-ﬂ)(’é>+qq><§>—2mc2<2> (1)

mit den zweikomponentigen Spinoren ¢ und x. Um die Pauli-Gleichung zu erhalten kann nun die
untere Komponente dieser Gleichung fiir [ihd;x|, [¢®x| < |mc?x| betrachtet werden, was dem
nicht-relativistischen Limes entspricht. Diese Annahme fiihrt zu folgender Beziehung zwischen
o und y

e - (ﬁ— q/T>
2mc?

(2)

X = 2me?’ 2mc?

ot O <ih8tx q® )

die in die obere Komponente von Gleichung (1) eingesetzt werden kann (siehe Vorlesung).

a) Leiten Sie eine Relation zwischen ¢ und x analog zu Gleichung (2) her. Beriicksichtigen

qP

SmeZ ) Nehmen Sie daftir wie oben

Sie hierbei zusétzlich Terme in erster Ordnung O

0]
2me? "

~ Solution ~

lihdyx| < |mc?x| an und entwickeln Sie den resultierenden Ausdruck fiir y in

L, 0 S o(s P

zhax =co- (p — qA) © 4 q®x — 2mc?y.
S (s R 70,

— (2mc* — q®) x = ¢ - (p - qA) o+0 <22mtc>2<>

1 q® = ihoyx > ®?
_ (7 ad) o (M0 £E )
X= 9me < + 2mc2> 7\pmad)e T <2m02 4m?2ct

. J

b) Im Folgenden beschrénken wir uns auf den Fall A = 0. Setzen Sie nun den in Teilaufgabe
(a) gefundenen Ausdruck fiir x in die obere Komponente von Gleichung (1) ein. Hierbei
tritt ein Term der Form

G-pOF) G- f

auf. Formen Sie diesen Term um, indem Sie den Impulsoperator nach rechts durchkom-
mutieren und die entstehenden Ausdriicke vereinfachen. Beachten Sie, dass der Impul-
soperator p die rAumliche Ableitung enthélt. Wie lautet die resultierende Gleichung fiir

p?



~ Solution ~

(eI 0
(5 @7+ (G P27 + a0 )

Now we can use the relation

—

@-3)B-6)=a b+id- (6>< 6’)
and simplify the expression as
G- F)O(r) (G - ) = —ih(V®) -+ ha - ((%) X ﬁ) + o,

The differential equations is then given by

Ot 2m  4m?2c?

- J

ind (ﬁQ -1 (—m(%) G+ kT - ((%) X ﬁ) n c1>52) n q¢>> 0.

¢) Wir betrachten nun den Fall ¢ = —e, ® = ®(r) und A = 0, was beispielsweise einem Elek-
tron im Wasserstoffatom entspricht. Identifizieren Sie in ihrem Ergebnis aus der vorherigen
Teilaufgabe den Drehimpulsoperator. Wie sieht der Term des Hamiltonoperators aus, der
diesen Operator enthalt? Was bedeutet dieser Term physikalisch?

-~ Solution ~

The potential depends only on 7, so that we can write

Vo(r) = do(r) . _ 1 <d<1>> .

o o
The relevant term can be rewritten as
e

. - 2\ eh _ (d®Y\ _ eh do\ - -
 4m2c2 ha- ((V(I)) x p) - _4m202r0. <dr> TXP= Com2e2p (dr) §- L,

which leads to a degeneration of energy levels with the same quantum number n but different
quantum numbers [/ in the hydrogen atom.

o )

Aufgabe 4: (*) Nicht-relativistischer Limes fiir bilineare Kovarianten

(5 Punkte)

Bestimmen Sie das fiihrende Verhalten in v/c der bilinearen Kovarianten ul'u

(mit T € {1, 4", o" +,4"45}), wobei u eine Losung der freien Dirac-Gleichung zum Impuls p#
ist.

Hinweis: Beachten Sie, dass die beiden unteren Komponenten von u von der Ordnung v/c relativ
zu den oberen sind.



e Solution

The solution of the Dirac equation is given by

u:N< ﬁ%{s )’ N = Mj

potmXs

and we have to consider the following objects

T
al'u = ulyolu = N? 5.?;(8 Yol' ﬁés .
potmXs Potm Xs

where I' is one of the following matrices

1 — 112902 0 g = 0 ]lgxg
drd 0 o )’ b To,o O

o T 0 i 0 o

0 ]].QxQ i _ O'i O '

Y05 = B P ) Y5 0 —ot

. 7
o = ( ) Jlo:—i((si %
ij o O'k 0
g - eljk O U‘k .




e Solution

For taking the non-relativistic limit we have to rewrite pg in terms of |52 and m? and expand
it in the limit |p]? < m?

/ 2 4
m?
The expansion of the overall normalization factor N2 is given by
pot+m 1 [ PP 1 Izﬂ2 o1
N? = =— (1 1+— | =1 o+
2m 2 ( + + m? T 4 m? + mt )’
and the expansion of the only denominator reads
1 1 1|p)?
o L (LB (1
po+m T om 4m m4

Now we can expand all scalar products, where we also need the relation

(7)1 (5-6) = p'po'o! = p'p) (69 + iehoh) = pip’ = [l

We get for the first two scalar products

ulu = N? (1 — ﬁlz)

(po +m)°

~(rimero () (- (o (50) oo (5),

Tryou = N2 <1+W)Q> =1+ ‘ﬂ2+0<%>.

(po+m

and




e Solution

The remaining scalar products are given by

_ N? Lo L.
Ty = (xl(p-a)xs—xl(p-U)sz) =0
N2 2N?2
- t (5. 5 t (5. ): e
Ty Ys5U p0+m(xs(p 7) xs +xt (7 0) xs prp L@ 9) xs
2N?2 1
- () - ()
p0+m(xs(p )Xs — x50 ) xs
. N2 . . N2 .
T~y = 5t (7. & T—‘.*Tl>: (T.zj )
uy'u p0+m(xsa (P 0)xs + x5 (P-7) o'xs P xipj {o* 07} xs
_ 2N (xoons) = 2
p0+m Xs OXS m
EJOiu— ﬁaiou
. NZ o . ) i .
~ ot m (o' - 0) e =xL 79" o'xa) = 5o (Wl [0 xs)
ik
= 5y, (o)
y : (7 o (7 5) :
Ty ysu = N2 <xl<7’xs+xl (7o + ) Xs | = xlo'xs
0
S Nt k(= =
Ry p-o0) ot(p-o
ua”u—éijkN2 <Xlakxs—xl( (p)+7r§)2 )Xs> ZﬁiijiUsz
0
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Moderne Theoretische Physik II

(Quantenmechanik IT und Statistik)

Institut fiir Theoretische Teilchenphysik

Prof. Dr. Matthias Steinhauser, Dr. Daniel Stremmer
WS 25/26 — Blatt 8 Abgabe: 09.01.2026, 11:30 Uhr; Besprechung: 13.01.2026

Aufgabe 1: (*) Gesamtdrehimpuls (2 Punkte)
Die Dirac Gleichung kann in folgender Form geschrieben werden

00 = H = (@ 5+ fm) .

Zeigen Sie, dass der Gesamtdrehimpuls J = L+ S mit dem Hamiltonian kommutiert, also
[H, J] = 0, wobei der Spin-Operator S gegeben ist durch

e Solution ~

We calculate first the commutators
[H, L] = eknmiadpl anpm] = —igkimadpm
and
[H, S*] = [a7p? 4+ Bm, S*] = ie’*alp,
where we used
[ad, §%] = icikla}
and
18, S*] = 0.

In total we obtain

[H,J*) = [H, L*| + [H, 5] = =i a/p™ +ic?Malpy = 0.
L y

Aufgabe 2: (*) Projektoren fiir Energie und Spin (1 +1+ 1+ 1 = 4 Punkte)

a) Berechnen Sie die Kommutatoren

[A+(p), X(s)],

wobei Ay(p) = i;;;:;m und X(s) = %ﬂ den Energie- bzw. Spinprojektor bezeichnet. s

ist der Spin-Vierervektor und p# der Viererimpuls.



https://ilias.studium.kit.edu/ilias.php?baseClass=ilrepositorygui&cmd=infoScreen&ref_id=2764125

Solution

We calculate the commutator

[As(p), S(s)) = F 222

2m
b) Zerlegen Sie s* in £p* 4+ ngt?, indem Sie s2 = —1 und s - p = 0 benutzen. Gegen welchen
Ausdruck strebt s* fiir |p'| — 007
~~ Solution
We consider first the condition s? = —1:

st = —1 = sust = €m” + 2€npo + n’gy
We use the second condition to obtain an expression of 1 as a function of &:

s-p=0=E&ptp, +npguo = Em® + npo
2
m
S i
Po

Inserting this into the first equations leads to

4
m
—1=&2m?% —22m? + 52—1)2
0
Po

)
m\/pg — m2

— &=

obtain

1
£—>77
m

n — 0.

.

where we chose the positive solution for . In the limit 5] — oo we have p3 > m? and

c) Berechnen Sie AL X(s) fir |p| — oo.

~ Solution

() ()l e o

we can calculate

Lveb o

47 4m?2 " 4dm  4dm

4 dm  4m

-

From the previous part we know that in the limit |p| — co we obtain s* — p#/m. So

d) Zeigen Sie, dass fiir freie Elektron-Wellenfunktionen mit s* und p* gilt

ua(p, 8)up(p, 8) = (Mg (p))as(X(s))sp



wobei o und S hier Spinorindizes sind.

~~ Solution (nicer solution)

-

We have the following relations for the spin projector and the solutions of the Dirac
equation:

Y(s)u(p, s) = u(p, s),
E(s)u(p, _5) - 07

where u(p, s) and u(p, —s) are the solutions with spin up and spin. We can rewrite
this to

ul(p, 5)E1(s) = ul(p, s),

With the relations y#f = 494#40 and 'yg = 75 we find 2f(s) = 4°2(s)7? and obtain
the following relation

ul(p, $)7°7°1(5)7° = ul (p, 5)7°
— u(p, s)X(s) = u(p, s).

We consider

ua(p, s)up(p, 5) = (X(s)u(p, 5)), (u(p, 5)%(s)) 5 -

Next we add a zero in the brackets by adding the spinors with —s which in combination
of X(s) leads to zero:

ua(p, )up(p, 5) = (X(s)(u(p, 5) + u(p, =)o, (@, s) +ulp, —5))3%(s))

Now we can use the completeness relations of the spinors
Er:{s,fs}u(zx T)aﬂ(pa T)B = A+ (p)aﬁ-
Insert this in our expression leads to

ua(p; s)up(p, ) = (X(s)(u(p, ) + u(p, =)o ((@lp; s) +ulp, —5))%(s))

where we used in the last two steps that the commutator of ¥(s) and A vanishes (see
a and b) and the properties for projectors in general that P? = P.

\




~ Solution
We start with left hand side of the equation:

Now we can consider for example a spin along the z-axis s
we obtain

(

1 slad
2 + 2
0

)

potm. .t _ .. TPo
— XX XX
ua(pa S)UB(]), S) = p%z-ll + ‘]5‘]2 QTr%r
am XX “om XX
For the right hand side we get
P —py 4 ml] [t yssunt] B B2
2m 2 —\ et PP
2m 2m

)

1 siol
2T o
0

0
sioi
2

= (0,0,0,1)7 for which

L
2

o O o
o O o o
o O O O
— o O O

Aufgabe 3: Gordon-Zerlegung
a) Zeigen Sie, dass gilt: y*4” = g — io"”, wobei o = L[y*,7"].

Solution

We show

14 - 174 v 1 174 v
g —iot =g + 5 [y =M

b) Gegeben seien die Impulsraum-Spinoren u(p;) und u(py), die die Dirac-Gleichungen
(p, — m)u(pi) = 0 bzw. H(pf)(pf —m) = 0 erfiillen. Zeigen Sie, dass gilt

_ _ pi +pg)t 10" (py —pi
wopna) = aoy)| PP TRy,
~ Solution
By using the relation of the first part we get
_ _ pi +pp)t | 0" (py —pi
oy utp) = alp) [ Lp 2 =)y
o (i +op)" 9" (s —pi)v Y0y — Di)w
= tlpy) [ 2m + 2m 2m u(pi)
= u(pg) v u(pi)-
N\




Aufgabe 4: Foldy-Wouthuysen Transformation
Wir betrachen die Dirac-Gleichung fiir ein Elektron im Wasserstoffatom und verwenden den

Ansatz
—iEt [P
=e .
o= ()

Daraus erhalten wir folgendes System von gekoppelten Differentialgleichungen

T<;‘<’) = [-m+ep+a- (5= ed) +mp] <;‘<’> =H<§>,

wobei T' = E — m die kinetische Energie ist. Zeigen Sie, dass nach der Foldy-Wouthuysen
Transformation mit der unitdren Matrix U

1 -2
U=U"=C8+ —a-5 mit C=1/1-2
2m 4m

die Diagonaleintrage fiir die obere Komponente ¢ aus dem Term
Ua - (ﬁ— eA’) Ut

nach der Entwicklung bis einschlieBlich O(p*/m?) geschrieben werden koénnen als

Ly (o Ne o oo (=] PP
% [a- (p—eA)o‘p—Fa-pa- (p—eA)} B
wobei wir e|@|, e|A| = O(52/m) annehmen.
/-Solution ~

We consider first the full expression

= = C
Ua - (ﬁf eA) Ut = %8a - (ﬁ— eA) + o= [ﬁo?- (ﬁ— eA) &-f+a-pa- (ﬁf eA) 5]

m

1 -
+ 5P (ﬁ—eA)&.ﬁ
The only terms that can contribute to the diagonal terms are even in @, so only the second
will contribute to the diagonal terms. Using the relation {o’, 5} = 0, we can write diagonal
terms as

Qu
N
ST
|
o
h
N——
Qu
T

o+
Qu
il
Qi
=
|
[
N

7 7 P 1 2
o |7 (P eA)a 54557 (7= eA)| ~ 577
by R R 4
where we have expanded up O(5*/m?).
- J




Aufgabe 5: (*) System von zwei identischen Teilchen (2 + 2 = 4 Punkte)
Betrachten Sie ein System von zwei identischen Teilchen mit (i) Spin 1/2 und (ii) Spin 1, die
jeweils ein von zwei Einteilchenzustdnden annehmen kénnen mit H |0) = —¢ |0) und H |1) =€ |1).
Vernachlassigen Sie dabei die Wechselwirkung zwischen den beiden Teilchen.

(a) Geben Sie die gemeinsamen Eigenvektoren der Operatoren S2 und S, an, wobei S der
Gesamtspinoperator ist.
Hinweis: Benutzen Sie dazu z.B. die tabellierten Clebsch-Gordan-Koeffizienten aus
https://pdg.1bl.gov/2018/reviews/rpp2018-rev-clebsch-gordan-coefs.pdf.

~ Solution ~

(i) The two spin-1/2 system (1/261/2) admits irreducible tensor representation (1®0),
i.e. spin triplet and singlet. For the spin triplet we have symmetric states

1,41 = 5, +3) 5 +3) = 1) 1)
10 = 5 (I3 43 3030 + 3 13 +3)) = 75 (1 W+ 1)
L-1) = 5.~ I3, —g) = I 10

For the spin singlet we have one anti-symmetric state

0.0 = 7= (154315 -5) ~ I35 13 +3)) = 75 (11 = Wiy

The coefficients in front of the |1) [1),[1) [4),[4) [T),])) |4) states can be read from
\Clebsch—Gordan table. )




~ Solution

-

(ii) The two spin-1 system (1 1) admits irreducible tensor representation (2® 1 ®0).
According to the Clebsch-Gordan table, we have the symmetric states for the spin
quituplet:

12,+2) = |1,4+1) |1, +1)

|2, +1) = (|1,+1>|1,0)+|1,o>|1,+1>)

12,0) = f'lﬂ \[|00|00 \f|1 1) [1,+1)
|27_1> = ﬁ (|170> ‘17 _1> + ‘1’_1> ‘17O>)
|2, -2) = |1,—-1)|1,-1)

- 5

and anti-symmetric states for spin triplet:

I1,+1) = 7(|1 ,+1)]1,0) — |1,0) |1, +1))
|1,0) = 7(|1 D)1, —1) — |1, —1) |1, +1))
|17_1>: (|170>|1)_1>_|17_1>|170>)

Sl -

and symmetric state for spin singlet:

10,0) = —— (|1, 4+1) [1,—1) — [1,0) [1,0) + |1, 1) [1, +1)) .

V3

Note that the kets on the left hand side denotes the states in tensor representation.

J

N

(b) Berechnen Sie die Energien und die Wellenfunktionen fiir alle moglichen Zustéande. Geben
Sie jeweils den Entartungsgrad an.



~ Solution ~

In total the system has three eigenenergies —2¢, 0 and 2¢ with the eigenfunctions

0), =10)10),

L (1) [0) + J0) 1))

(1) 10) = 10) 1))

|1>+ =

)=

S

2
1

S

2

and

2), =1 1),

where subscript indicates whether the wavefunction is symmetric (+) or anti-
symmetric (—).

(i) The two spin-1/2 system obeys fermionic statistics, hence its total wave functions
are anti-symmetric. So taking into account the spin we get the following total wave
functions

’O>+ |070>a |1>+‘0?0>7|1>— |178>a ‘2>+ |070>
Thus, the eigenenergies 4+2¢ are not degenerated and the eigenenergy 0 is 4 times
degenerated.
- J
~ Solution ~

(ii) The two spin-1 system obeys bosinic statistics, hence its total wave functions are
symmetric. Thus, we have the following total wave functions

’0>+’070>7‘0>+ ’270>7 |1>+‘O7O>7|1>+|270>7|1>—|175> |2>+|070>7|2>+|275>7
and the eigen energies +2¢ are 6 times degenerated and the eigen state 0 is 9 times
degenerated.

- J

Aufgabe 6: System von N nicht-wechselwirkenden identischen Bosonen

Betrachten Sie ein System aus N nicht-wechselwirkenden identischen Bosonen, bei dem das i-te
Niveau n;-fach besetzt sei. Die Ein-Teilchen-Zusténde seien gegeben durch |, is), wobei a bzw.
1o den Teilchen- bzw. Niveauindex bezeichnen. Driicken Sie den Zustandsvektor dieses Systems

unter Beriicksichtigung des Symmetrisierungspostulats durch die Produktzustande

aus und leiten Sie die Normierungskonstante her.



e Solution

Suppose we have the n;-fold (degenerate) occupations that ny +ng +---+ng = N, then we
have m,% possibilities to distribute the N bosons. Any distinct state can be described
as [1,41) ®(2,42) - - - |N,in). Then the wave function is

Ini!ng!. .. . ) .
wB: TZ‘1721>®‘2722>”"N7ZN>7

where the summation sums over all possible distinct permutations of the level indices

il,ig,.. 5 UIN.




Aufgabe 7: Lagrange Multiplikatoren
Finden Sie das Maximum und Minimum der Funktion f(z,y) = 2% + 2y — 2 in

L §' = {(a,9) € R a? g2 = 1);
2. Ky ={(z,y) e R?: 2% + ¢y < 1}.

Benutzen sie die Methode der Lagrange Multiplikatoren.

e Solution ~

Since S' and Ky are compact sets and f is continuous, it attains maximum and minimum
both in S* and in Ks.

1. The critical points of f(x,y) = 2 +2y? —x with the constraint g(z,y) = 22+y?>—~1 =0
are determined through the equations V f(x,y) = AVg(z,y) and g(z,y) =0, i.e. by

2r — 1 =2)\x
4y =2y
2 +y?—1=0

There are two cases: either y # 0, then A = 2 and we find the two critical points
Pi=(~1/2,~V3/2) and Py = (~1/2,V3/2);
or y = 0, and then the critical points are
P;=(—-1,0) and P;=(1,0)

(respectively for A = 3/2 and A\ = 1/2).
We observe that

F-1/2,V3/2) = J(-1/2,VB/2) = T, f(-1,0)=2, f(1,0)=0.

Hence f attains its maximum in the two critical points (—1/2,4+/3/2), its minimum
in the critical point (1,0).

2. The set K can be decomposed as the union of S and the set {(z,y) € R? : 2?2 +y? <
1}. Critical points in the open set {(z,y) € R?* : 2?2 + y? < 1} are character-
ized by Vf(z,y) = (2o — 1,4y) = 0. This equation is satisfied at (1/2,0). Since
f(1/2,0) = —1/4, we conclude that the maximum of f is attained on K in the
two points (—1/2,4+/3/2), lying on the boundary of K (hence max(, ek f(T,y) =
f(=1/2,44/3/2) = 9/4). The minimum of f, on the other hand, is attained in the
point (1/2,0), in the interior of K (hence, min, ,)ex f(7,y) = f(1/2,0) = —1/4).

\ /

10
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WS 25/26 — Blatt 9 Abgabe: 16.01.2026, 11:30 Uhr; Besprechung: 20.01.2026

Aufgabe 1: (*) Ideales Gas (2 + 2 = 4 Punkte)

Ist die Entropie eines Systems als Funktion der extensiven Zustandsgréflen aufgrund einer
mikroskopischen Theorie bekannt, so konnen mit Hilfe der thermodynamischen Fundamental-
beziehung die Zustandsgleichungen explizit angegeben werden.

a) Leiten Sie mit Hilfe der Entropie des idealen Gases

N foquU VN f+2 (N
S(U,V,N)—SONO—I—N/CB [21n<UO>+ln<VU) 5 1n<NO>],

die thermische und kalorische Zustandsgleichungen her.

~ Solution ~

_(8S\ _ Nkf
“(0). =2
_(8S\ Nk
“() =

which then directly leads to the equations of state.
\ J

We use

NIz N~

b) Zeigen Sie, dass bei einer adiabatischen Zustandsénderung (dS = 0) mit konstanter
Teilchenzahl N gilt:

f42
f

i
pV = const, VT2 = const

Gehen Sie hierfiir jeweils von der differentiellen Form der Beziehung
_ 1 p 1
ds = TdU+ TdV TdN

aus.


https://ilias.studium.kit.edu/ilias.php?baseClass=ilrepositorygui&cmd=infoScreen&ref_id=2764125

~ Solution ~

We consider the cae of a constant particle number:
dN = 0.

Inserting AU thus yields

1 P f dr' p
ds = TdU+ TdV— 2Nk3 T +TdV,

In the next step, we replace dV using the equation of state with

Nk Nk,T
AV = =241 — =2 dp,
p p
and obtain
T T N
dsS = iNkBi+Nkbi—ﬂdp—0
b

Rearranging and integrating this equation yields
dT’
(f N 1) / "
2 To Po p

. <T>f/2+1 p
Ty po’

Tf/2+1

and thus

= const.

p

Next we insert the equation of state and get

Tf/2+1y,

W — const — TT/2y = const,

and from that we obtain

pVi+2/f

B — const — pV2/f — const.
Nkp b

T2y = const — TV?F = const —

Aufgabe 2: (*) Ideales Gas und Carnot Prozess (2 + 2 + 2 = 6 Punkte)
Wir betrachten den Carnot-Prozess fir ein ideales Gas. Dieser besteht aus vier Schritten:

e Isotherme Expansion von Volumen V; zu Volumen V5 bei Temperatur T7.

e Adiabatische Expansion von Volumen V5 zu Volumen Vj. Dabei reduziert sich die Tem-
peratur von 77 zu T5.

e Isotherme Kompression von Volumen Vj zu Volumen V] bei Temperatur T5.

e Adiabatische Kompression von Volumen V; zu Volumen V; bei einer Temperaturerhthung
von Th zu Tj.




Nachdem das System diese vier Schritte durchlaufen hat befindet es sich wieder im Ausganszu-
stand mit Volumen V7 und Temperatur 77.

a) Bestimmen Sie fiir jeden Schritt die Arbeit, die von diesem System geleistet und die
Wirme, die aufgenommen/abgegeben wird.

~ Solution ~

-

e Isothermal expansion from Vi to V5
The work performed by the system can be calculated with

" Va gy v
Wy = / p(V, Tl)dV = Nk’BTl/ 7 = NkgTiln <‘/2> .
1 Vi 1

Since the internal energy of the gas does not depend on the volume, it remains
unchanged and therefore we have

Ql = W1 = Nk'le In <‘/2> .
Vi

e Adiabatic expansion from T; to 15, where Th < T3
Adiabatic processes have the property @) = 0. The work of the system therefore
corresponds to the change in the internal energy.

W2 = gNkb (T1 —TQ) .

e Isothermal compression from Vj to V.
Analogous to step 1, this leads to

V/
Q3 = W3 = NkgTh1n <1,> :
V2

e Adiabatic compression from 15 to T3
Again, we have d@ = 0 and using the same calculation as in step 2, we obtain

Wy = gNk:B(Tz —T).

J

b) Im zweiten und vierten Schritt &dndert sich neben der Temperatur auch das Volumen.
Das Verhéltnis zwischen V5 und Vj sowie zwischen V; und V{ kann iiber die Relationen
in Aufgabe 1(b) gefunden werden. Bestimmen Sie damit den Wirkungsgrad des Carnot-
Prozesses aus den Ergebnissen der vorherigen Teilaufgabe.



~ Solution ~

We have the following relations

T f/2 T f/2
Vo=Va | Vi=vi{=] .
2 2 <T2 > sy V1 1 T2
The Carnot efficiency indicates the ratio of work output to heat input. The heat input
corresponds to )1 which then leads to

n_W1+W2+W3+W4

)
With We = —Wy, W1 = @1 and W3 = @3 this simplifies to
T2 ln <Klj) T
p=1+ B 2B =1-7
1 TiIn (%) |
o J

¢) Der inverse Carnot-Prozess kann als eine Warmepumpe angesehen werden und in diesem
Kontext definiert man die Heizeffektivitat als das Verhéltnis der iibertragenen Wéarme an
das heiflere Bad (@) und der vom System aufgenommenen Arbeit (W)

Driicken Sie 77H durch die Temperaturen 77 und 75 aus. Diskutieren Sie anschlieflend
wann eine Warmepumpe am effektivsten ist.

~ Solution ~

The work input of the inverse Carnot process is equal to the work output of the Carnot
process

W =Wy + Wy + W3 + Wy,
and the heat transferred to the hotter bath corresponds
Q= Q1.

In total we obtain

H_ Q1 _ T
Q+Qs Th—-T

The efficiency of the heat pump is highest when 717 ~ T5.
o J

n

Aufgabe 3: Legendre-Transformation

Gegeben sei eine Kurve U(S) in einem Bereich, in welchem sich das Vorzeichen ihrer Kriitmmung
nicht &ndert. Geben Sie eine eindeutige Darstellung der Kurve an, indem Sie anstelle der
Koordinaten S und U die Steigung 7' = dU/dS sowie den U-Achsenabschnitt F der Tangente an
jeden Kurvenpunkt als unabhéngige Variable verwenden. Die Funktion F(T) wird als Legendre-



Transformierte von U(S) bezeichnet. Auflésen der (obigen) Beziehung 7' = T'(S) nach S definiert
eine Funktion S = S(7T).
a) Zeigen Sie, dass die vollstandigen Differentiale von U(S) und F(T') durch dU(S) = T'(S)dS
und dF(T) = —S(T)dT gegeben sind.

e solution ~
We have

and therefore

ou 0S8 oS
= So T — 51T — S(1)dT.
Since T' = 0U/0S is the slope of the function U(S), the first two terms cancels each

other and we get

dF

dF(T) = —S(T)dT.
. J

b) Gegeben sei nun eine Flache U(S, V') mit positiver Steigung beziiglich S, negativer Steigung
beziiglich V' und unveranderlichen Vorzeichen der Kriimmungen. Fiihren Sie jeweils eine
Legendre-Transformation fiir konstant gehaltenes V' bzw. fiir konstant gehaltenes S durch.
Die Steigungen seien durch T'= 9U/9S|y sowie —P = 0U/0V|s gegeben. Auflésen von
T(S,V) nach S und P(S, V) nach V definiert Funktionen S(7', V) und V' (S, P). Bestimmen
Sie analog zu oben die vollstdndigen Differentiale der Legendretransformierten F'(T', V') und
H(S,P).
~~ solution ~

For the internal energie U(S, V) we get
dU(S,V) =1T(S,V)dS — P(S,V)dV,
The Legendre transformation leads to
F(T,V)=U(S(T,V),V)—=S(T,V)T,
and we get the following differential for F

dF(T,V) =TdS — P(S(T,V),V)dV — S(T,V)dT — TdS
= —S(T,V)AT — P(S(T,V),V)dV.

For the enthalpy we obtain
H(S<P)=U(S,V(S,P))+V(S,P)P,
and the differential

dH(S, P) = T(S,V (S, P))dS — PAV + V (S, P)dP + PdV
=T(S,V (S, P))dS + V(S, P)dP.
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Aufgabe 1: Zentraler Grenzwertsatz
Es sei X, eine Poisson-verteilete Zufallsvariable mit der Wahrscheinlichkeitsdichte
n¥e "

fx, (x) = ' mit z =0,1,2,...
x!

Zeigen Sie, dass sich die Verteilung der Grofle
X,—n
N4D
im Limit n — oo der einer Normalverteilung N (1 = 0,02 = 1) annéhert.

Hinweis: Leiten Sie die Momenterzeugende Funktion Mx, (t) von X,, her, indem Sie die Glei-
chung

MXn ( tXn Z k
k=0

benutzen und zeigen Sie danach, dass sich M(x,, _,/ /m (t) im betrachteten Limit der Momenterzeu-
genden Funktion der Normalverteilung anndhert.

s Solution ~
We start with
o] k oo o]
Xy, (Xn) ok _ a0 T fx0 (T)
k=0 k=0
x  _x ©  _k4k
R n x" _ _n(et—1)
-3 () -
=0 k=0
In the next step, we derive
Myoa () = (V) = =V (@R — emtien(e!/ Vo),
NG
In the n — oo limit, we have
2
lim My, n(f) = lim e2 tovatomt = o5
n—00 NG n—00
which agrees with the moment generating function of the normal distribution A/(0,1).

N /

Aufgabe 2: (*) Phasenraumdichte und Liouville-Gleichung (6 Punkte)


https://ilias.studium.kit.edu/ilias.php?baseClass=ilrepositorygui&cmd=infoScreen&ref_id=2764125

a)

b)

Betrachten Sie einen eindimensionalen harmonischen Oszillator. Skizzieren Sie den Phasen-
raum ({z,p}) fiir eine gegebene Amplitude Ay und gegebene Frequenz wy. Wie sieht der
Phasenraum fiir Amplituden A; > Ag und Ay < Ag aus? Wie verdndert sich der Phasen-
raum fir wy > wg und wo < wo?

~ Solution ~

The phase space for an harmonic oscillator is an ellipse in the coordinate system {z, p}.
For example, we have

x(t) = Apsin(wt)
for z(t) and
p(t) = mo(t) = mi(t) = mApw cos(wt)

for p(t), which can be combined into an ellipse. For Aj, Ay # Ay both z(t) and
p(t) are rescaled, so that this changes only the scaling of the ellipse. The change of
the frequency only rescales p(t) while x(t) is not affected. Thus, the ellipse is either
stretched or.

/

Betrachten Sie eine rotierende Scheibe mit Trégheitsmoment I. Es bietet sich an, das
System mit den Koordinaten {¢,p,} zu beschreiben, wobei ¢ der Drehwinkel und p,
der konjugierte kanonische Impuls ist. Dann ist die Hamiltonfunktion gegeben durch
H= pi /(21). Stellen Sie die Liouville-Gleichung fiir die Phasenraumdichte p(y, p,,t) auf.
Sie erhalten eine Gleichung, die die zeitliche Ableitung von p und die Ableitung nach ¢ in
Beziehung setzt.

Solution

We obtain for the Liouville equation

op OH d0p OH dp\  p,0Op
T 0y

0 =10 == (505~ 5

Verwenden Sie die doppelte Fourier-Transformation

p= [ o [drpthpowee s,

um aus der Differentialgleichung eine algebraische Gleichung zu erhalten. Daraus konnen
Sie die Dispersionsrelation ableiten. Wie lautet diese?

~ Solution ~

When we insert the relation for p(t) from the first part, we obtain the dispersion
relation;

[ [kt gy wpive e = 22 [ [ ab o) ot (inges

Py
g ki
—Sw 7




d) Bei der Riicktransformation von k nach ¢

dk~ t(wt—
pz/zﬂp(k,pw,w)e( bke)

konnen Sie annehmen, dass p = pp = const. ist. Auflerdem sollten Sie die Dispersionsrela-
tion verwenden. Welchen Ausdruck eralten Sie fiir p?

~ Solution ~

We use the dispersion relation and replace p with pg. This leads to

dk _ i(wt—k dk _ jppeq - | Pyt
pz/%p(k,pww)e(t #) Z/%poe (Fi=0) = poo [;4,

where we used

- J

e) Interpretieren Sie das Ergebnis aus (c) in der ¢ — p,-Ebene falls gy nur fiir p, € [Lo —
AL, Ly+AL] von Null verschieden ist und dann den Wert pp = 1/(2AL) annimmt. Welche
geometrische Form hat der Phasenraum?

~ Solution ~

In this case we obtain

1 Pyt
P= 2AL5[ I 4

in the region where p does not vanish. The phase-space density is given by a straight
line, which moves depending on the time. For ¢ = 0 this line is on the p, axis. For
t # 0 we obtain from delta function the condition ¢ = tp, /I, which fixes the value of
. For increasing t, this straight line tilts.

- J

f) Verwenden Sie p(¢, p,,t) aus (e), um den Mittelwert von ¢ und die Standardabweichung
zu berechnen. Diskutieren Sie die Abhéngigkeiten von t.

~ Solution ~

We calculate first the average of ¢:

(p) = IAL /LoAL dpgo/oo dpd {I + —SO] v =1L <I> .

In a similiar way we get

/2
(%) = 372 (3L§ + AL?),

and the standard deviation is given by




Aufgabe 3: (*) Dichtematrix (1 + 2+ 1 =4 Punkte)
Betrachten Sie den Hamilton-Operator eines Spin-1/2 Systems

h
H = 9B50m7

mit den Pauli Spin-Operatoren

or = 1) (I + 1) (1]
oy = —i[1) ([ +i[l) (1]
o. = 1) (1= [1) (U

wobei die Zustdnde {|1),||)} die Eigenzustédnde zu o, sind. Die Dichtematrix p(t) sei zum

Zeitpunkt t = 0 gegeben durch

p(t=0) = pz 1) (T +pz 1), (T

mit p.,pr > 0, p. +p, = 1 und {|1),,[}),} sind die Eigenzustande zu o,. Die Zeitentwicklung

der Dichtematrix ist gegeben durch p(t) = exp(—iHt/h)p(0) exp(iHt/h).
a) Driicken Sie die Vektoren {[1),,[),} in der Basis {|1),|])} aus.

~ Solution

vectors to o,. These eigenvectors are then given by

1

e = E(ITHM),
1
e = ﬁm — 1)

-

The vectors {|1), ,]}),} in the basis {|1),]})} can be obtained by calculating the eigen

N

b) Bestimmen Sie p(t) fiir ¢t > 0.



~ Solution ~

The time evolution operator can be written as
i
U(t) = exp (—th) = exp (—iwt o) = cos(wt) — io, sin(wt),

with w = gB/2. Using the relation of part a), we rewrite p(0) as

where we used the definition of o3, |1) (1| + |}) (}|=1 and

1 1 1
I =5 AN AT+ D +5 (N A= () =5 A +02).
Next we calculate the following commutator
[U(t), p(0)] = —isin(wt) (%[Ux, o] + %[UI,O’z]) = —p, sin(wt)oy,
where we used [0, 0.] = —2i0,. Finally, p(t) is given by

p(t) =U(t)p(0)UT(t) = p(O)U)UT () + [U(t), p(t)]UT
_ Pz + D2

p Pz . p .
5 + ?zaa; — ?Z sin(2wt)o, + (EZ — D2 81n2(wt)) o
- J

c) Berechnen Sie (o) (t) = Tr[p(t)o;] fir j = x,y, 2.

~ Solution ~

For the expectation values we need the traces

Tr(oi) =0,
Tr(aiaj) = Tr(JjUi) = TI‘(—UZ'UJ' + 251‘]‘) — TI"(O’Z'JJ') = 2(52']',

where we used in the first step the cyclicity of trace and in the second {o;,0;} = 20;;.
The expectation values are then given by

(o2) (t) = Tr(p(t)or) = pa
(7,) (£) = Te(p(t)ory) = —p sin(2t)
(02) (t) = Tr(p(t)o.) = p. (1 — 2sin®*(wt)) = p. cos(2wt).

Aufgabe 4: Oberflache der Einheitskugel

Berechnen Sie die Oberflache der Einheitskugel in d Dimensionen. Kontrollieren Sie Thr Resultat
fird=1,2,3.

Hinweis: Betrachten Sie dafiir das Integral

Id:/ dzexp(— |Z %),
Rd

und berechnen Sie im ersten Schritt das Integral, indem Sie es in d eindimensionale Integrale
aufspalten. Im zweiten Schritt benutzen Sie d-dimensionale Kugelkoordinaten um die Integra-



tion in eine Radial- und Winkelintregration aufzuteilen, um daraus den Oberflicheninhalt zu

bestimmen.

K

N

Solution

The surface of a unit sphere in d dimensions is defined as

o4 ri k=2 =1

For the calculation of the surface we consider first the following integral

%S d
I = / da exp(—[x|*) = (/ dfﬁlexp(—l‘%)) =1I{
R4 —oo

In spherical coordinates the integral I; can be written as
o
I;= / dr/de exp(—r?)rd=t,
0

where the surface of the unit sphere in d dimensions is given by

04(1) = /de.

N

J

f Solution
We know already the solution of the integral I; = I {i = ﬁd. The integral over the radial

part can be obtained by considering the definition of the Gamma function

/ dz e *2" =T'(n+1).
0

& 1 [ 1 d
/0 dr exp(—r?)rd=t = 2/0 dt e~tta1 = §F <2> ,

where we used the substitution r? = t. Therefore, we obtain for the surface

d
2

We check our results by considering d = {1, 2, 3}:
2.7
1) = =2
_
CT(2/2)
2/70  Aym A

Os() = 137) = Ty~

O2(1)

N
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Moderne Theoretische Physik II

(Quantenmechanik IT und Statistik)

Institut fiir Theoretische Teilchenphysik

Prof. Dr. Matthias Steinhauser, Dr. Daniel Stremmer
WS 25/26 — Blatt 11 Abgabe: 30.01.2026, 11:30 Uhr; Besprechung: 03.02.2026

Aufgabe 1: (*) Mischung von idealen Gasen (2 + 2 = 4 Punkte)
Der Erwartungswert eines Operators O berechnet sich iiber

d3di3Nq 1
© = [T 30

wobei p die Dichtematrix ist. Dabei wurde der Faktor 1/N! aufgrund der Ununterscheidbarkeit
der Teilchen eingefiihrt. Uberzeugen Sie sich davon (vgl. Vorlesung), dass auf der Basis obiger
Gleichung die Entropie eines idealen Gases gegeben ist durch

S = kNlog(V/N)+...,

wobei Terme, die hier nicht von Interesse sind, nicht explizit angegeben sind. Falls der Faktor
1/N! nicht vorhanden ist, erhdlt man fiir die Entropie

S = kNlog(V)+....

Betrachten Sie nun ein isoliertes System, das in zwei gleich grofe Kammern mit Volumen V
aufgeteilt ist. Diese sind durch eine Trennwand separiert. In jedem befindet sich ein ideales
Gas. Die Trennwand wird nun entfernt, so dass eine quasistatische (aber irreversible) Durch-
mischung stattfindet. Berechnen Sie die Anderung der Entropie fiir folgende Flle

a) In beiden Kammern befinden sich unterschiedliche ideale Gase.

~~ Solution ~
For distinguishable particles, the change of entropy is

AS =S5 — 28 =2kNlog(2V/N) — 2kN log(V/N) = 2kN log(2) ,
and
ASy =8 — 2S5 =2kN1og(2V) — 2kN log(V) = 2kN log(2) .
We see that AS = ASy;, which implies that classically we actually treat particles to

be distinguishable.
\ J

b) In beiden Kammern befinden sich das gleiche ideale Gase.


https://ilias.studium.kit.edu/ilias.php?baseClass=ilrepositorygui&cmd=infoScreen&ref_id=2764125

~ Solution ~

For indistinguishable particles, the change of entropy is
, 2V
AS =5 —25=2kNlog oN |~ 2kNlog(V/N) =0,
and

ASiq = S — 28 = 2kNlog(2V) — 2kNlog(V) = 2kN log(2) .

We see that AS # ASy for indistinguishable (identical) particles, and the classical
entropy Sy is not extensive, but the entropy S is a proper extensive quantity.

J

Verwenden Sie sowohl S als auch Sy;. Interpretieren Sie ihre Ergebnisse.

Aufgabe 2: (*) Ideales Gas (3 + 3 = 6 Punkte)

Das ideale Gas beschreibt ein System aus N identischen, nicht wechselwirkenden Teilchen in
einem Volumen V. Wir unterscheiden zwischen zwei Arten von idealem Gas, dem Fermi- und
Bose-Gas. Zuséatzlich lésst sich ein niitzliches mathematisches Modell definieren, das sogenannte
Boltzmann-Gas oder ideale Gas.

(a) Impuls und Position von klassischen Teilchen sind kontinuierlich und scharf messbar. Die
kanonische Zustandssumme des Boltzmann-Gases hat die Form

1
ZNoc/N'e_fBH(x’p)d?’Nxd?’Np.

Fithren Sie einen Parameter (bzw. ein Integral-Maf) h ein um die Zustandssumme di-
mensionslos zu machen. Zeigen Sie, dass gilt Zy = ZI¥ /N!, wobei Z; die Zustandssumme
von einem Teilchen ist und berechnen Zy. Berechnen Sie darau die Freie Energie und
bestimmen Sie die Entropie. Zeigen Sie, dass die Entropie von der Wahl von h abhéngt
und finden Sie die neue Entropie wenn Sie h mit « reskalieren.



N

~ Solution
Since the particles are non-interacting, the Hamiltonian is simply the sum of the free

single-particle Hamiltonians

2
H(l‘,p) = 2297;”/ = ZHsingle(xiapi)y
; i

)

where p; is the momentum of the i-th particle. Using the integration measure h for
dz dp and the correct Gibb’s factor 1/N!, the N-particle partition function is therefore

1 _ 1
Iy = T /d3N$ BN p e PHEP) = ﬁgsli\;glw

with the single-particle partition function Zgpge. To evaluate this expression, we
use the identity fdxx2e*“”2 (-4 ([dz e*m”?) and the Gaussian integral

2 fooo dz e = \/é for ¢ > 0. Zgingle is therefore equal to

1% CaroV
Zsingle:hg/dzspe pp*/2 :F.

We defined here A\ = ﬂ—h; This is the thermal de-Broglie wavelength if the ’correct’
integration measure is used, i.e. Planck’s constant.

oL (V)"
NTNAR)

Using Stirling’s formula log N! = Nlog(N) — N + O(log(N)) we can calculate the

thermodynamic potentials and from that the entropy and equation of state

Hence we find

F=—kTlogZn~ —kTN <log]\;f)\3 + 1) ,

oF \%4 )

p__(9F\ _ NkT
- \av ), v

Note that both the entropy and free energy depend on the integration measure A which
cannot be derived from classical physics. If we rescale h by o the new entropie is given

by

vV

-

(b) Betrachten Sie nun ein quantenmechanisches System. Bestimmen Sie Zy iiber

Zy ="Tr [e_BH] = Z (@, e PEn D),

n



wobei H der Hamilton-Operator eines freien Teilchens ist und die Wellenfunktionen im
Ortsraum gegeben sind durch

1 ipE/h
(@, T B0 = — > (@ED 5 (F,) - - - bpy (Fox ) G(F) = BW :
" 0eSn

mit +,— fiir Bosonen und Fermionen. Sy ist die Menge aller moglichen Permutationen,
die keinen neuen Zustand erzeugen. Zeigen Sie, dass der fiihrende Term von Zy im ther-
modynamischen Limes bei hohen Temperaturen mit dem klassischen Ergebnis aus (a)
iibereinstimmt. Benutzen Sie dafiir das Mafl h = 27h fiir dz dp.

Hinweis: Die Summe in Zy kann im thermodynamischen Limies durch ein Integral ersetzt

werden:
1 v \Y
i d3N
;ﬁm(@wm?’)/ P



~ Solution ~

In quantum mechanics, the momenta and energies of particles in a box with volume
V = L3 are quantized as

: . 2T, .,
H[®,) = E,|®y), E,= Z; 2p;n, pi = fﬁni, ii; € Z°,
1=
B B 1 B . i
<x17 S 7$N’ q)n> = = Z (il)eqsﬁl (w91) R ¢ﬁN (x9N)v ¢ﬁ(x) =

VN e VV

with the +,— sign for bosons and fermions, respectively, and Sy is the set of possible
permutations that do not create any new states. In the thermodynamic limit V' — oo,
the momenta become continuous

£ 5 () S

where the factor 1/N! takes into account that permutations of the momenta p; in @,
do not create any new states. Inserting 1 = [d3Vx |#,...,Zy) (#1,...,Ty] into the
trace formula, we find the partition function

Zy=Tr [eiﬁH} = Z (B, e PEn|D,)

1 v \"
< ) /dngdBNp <¢n’flavf]\f> <f17"'7fN‘¢)n>€iﬁEn

~ N1\ (27h)3
1 14 N 3N . 13N 1 010" iD1(To, —Tp ) /N0 —BEn
:N!<(27rh)3> /d xd pN!VNQZg;(il) e LT e

_ 1 v Y BN 3N, L 1)\0 i (@1 —Fo))/h | o~ BEn
ey

The integral over the momenta is a Gaussian integral

/ d3p o—BP?/(2m)+ipE/h _ ie—% by 2mh?

(27h)3 A3 ’ mkT’

with the thermal de-Broglie wavelength A already introduced in exercise part (a).
With this we find the partition function of the quantum gas

1 V N d3Nl’ (2 —Tp. )2 T (F, —7, 2
ZN = N (>\3> /VN Z(:I:l) [6 32 (@1=F0,)" | o3z (@n—T0,) ]
0

1 ( V >N/ d3Ng —2n (@, —3;)? .
= (= — |1+ g e A2V 4 (3 particle term) + ...

| 3 N )
N A V oy

where we expanded the sum into the number of permuted particles. In the high

temperature limit 7" — oo, the wavelength goes to zero A — 0 and only the first term

is non-vanishing. More generally as long as (%)2/3 ~ ((7i — fj)2> > A2, i.e. at small

densities, the leading term is
oo L(V N
NENTA\NE )

which coincides with the classical par?ition function of the Boltzmann gas for the
integration measure h = 27h.

- J




Aufgabe 3: Zustandsdichte

Wir betrachten ein quantenmechanisches Teilchen in einem D-dimensionalen Kasten der Kan-
tenlange L, fir das die Energie-Impuls-Beziehung ¢(p) besteht. Die Zustandsdichte A (e) ist
definiert als

N© = s [ 47pte— o).

Es sei nun €(|p]) = «|p]®. Bestimmen Sie N (e) fir D = 1,2,3. Geben Sie insbesondere die
Ergebnisse fiir Elektronen (e(p) = [p]2/(2m)) und Photonen (e(p) = ¢|p]) an.

- Solution ~
We calculate first the state density for general D and e(p) = ap™
1
N(E)ZW/de5(e— /dQD/ dppP~16(e — ap™)

T 1 1/n
~ (2rh)D F(D/z)/0 dpp napn—15 <p_ (&) )
1 2P (5)(Dfn)/n
~ (2rh)PT(D/2) na \a ’

where we used the result of exercise 4 on last sheet for the angular integration of the surface
in D dimensions. From the delta distribution we only get one contribution due to the
integration limits.

Therefore, we get the following state density for the electron

D/2 1

1
Dy 2 eme) I = s

N(e) = (2rh)P T(D/2)

i

)

which then leads to

3/2 m B m
ND 3( ) \[W;}g’ NDZQ(E) —_ _N'Dfl(e) \/7 )

For the photon we get

N(e) = EF(Z 72) (ch:\/%)D’

and

62 _ € _
NP = g, NPHO = gty NP = -

whe
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Moderne Theoretische Physik II

(Quantenmechanik IT und Statistik)
Institut fiir Theoretische Teilchenphysik

Prof. Dr. Matthias Steinhauser, Dr. Daniel Stremmer
WS 25/26 — Blatt 12 Abgabe: 06.02.2026, 11:30 Uhr; Besprechung: 10.02.2026

Aufgabe 1: Entropie eines Spinsystems
Betrachten Sie ein System von N Spin-1/2-Teilchen ohne Wechselwirkung untereinander. Berech-

nen Sie die Entropie im kanonischen Ensemble mit Hilfe der Formel Siq, = —k >, w; Inw; und
vergleichen Sie mit S = —(0F/0T)p (vgl. Vorlesung).
s Solution ~

For each spin-1/2 particle, we have the partition function

z; = Z ePEioi — PEL 4 o=BBi — 2 cosh(BE;),
o;=+1

with E; being the energy of a two-level system. Let us assume all £; = E, then the partition
function for the whole system is

Z = sz = H 2 cosh(BE;) = [2cosh (BE)Y |

and

N o EBE; o EBE
w.: =

E P 2 cosh(BE)’
Skan = —k Y _ w;log(w;) =k (N log 2cosh (3E)] — BEN tanh (BE)) .

7

On the other hand, we have the free energy
F = —kTlog Z = —NTlog[2cosh (BE)]

and entropy

S = —gi =k (Nlog[2cosh (BE)] — BEN tanh (BE)) .
o J

Aufgabe 2: System von Oszillatoren (2 + 2 = 4)
Wir betrachten ein System von N quantenmechanischen Ozsillatoren, mit Frequenzen w; (i =
1,...,N). Die Energieniveaus eines Oszillators sind gegeben durch (n+1/2)hw; (n =0,1,2,...).

a) Berechnen Sie die Zustandssumme fiir dieses System im kanonischen Ensemble.


https://ilias.studium.kit.edu/ilias.php?baseClass=ilrepositorygui&cmd=infoScreen&ref_id=2764125

~ Solution
We start with

N oo N oo
7= e ] =TI 3 (nle @y = [[ 3 e Pt

i=1n=0 i=1n=0

oo

1

N

H éﬁwzzo< ﬁhwz) He 25m<1_6 ﬁM)
=1 n

N
11

()]

=1

-

J

b) Berechnen Sie die freie Energie, die mittlere Energie und die spezifische Warmekapazitét.

~ Solution

The free energy is

N s,
F = —;log(Z) = Zleog [2sinh (ﬂQ )} ,

i=1

and the average energy

_ 9log(Z) < hwi Bhw;
U=- a3 —;2(30'6}1(2),

and the specific heat capacity

N

Aufgabe 3: Magnetisches Moment fiir allgemeinen Spin (2+2+ 1+ 1 =6)

Betrachten Sie ein System von N Teilchen mit einem allgemeinen Drehimpuls J mit der Quan-
tenzahl J ohne Wechselwirkung in einem homogenen &ufieren Magnetfeld entlang der z-Achse.

Der Einteilchenhamiltonoperator ist gegeben durch
H=—ji-B, mit i =—gupJ/h.

a) Bestimmen Sie die kanonische 1-Teilchen-Zustandssumme Z;.



~ Solution ~

We calculate the partition function as

7z = i e BPm — i e BEom

m=—J m=—j

1 — o—BEo(2J+1)

2J
— PE0J Z e BEom _ BEy]

1 — e BEo
m=0
LT T Ginh(BE(T + 1))
eBEo/2 — —BE0/2 sinh(BEy/2)
with Ey = gupB.
\_ )

b) Zeigen Sie, dass der Erwartungswert (u,) von einem Teilchen geschrieben werden kann als

( >_l810gZ1
,LLZ _B 3B 9

und berechnen Sie damit den Erwartungswert.

~ Solution ~

We consider first

J
610gZ1 . 1 (9Z1 . 1 Z ie_BEOm

OB ~ 7, 0B 7, 0B

J
=p <le mZ_J(—guBm)e_ﬂEom> = B{pz),

from which the relation directly follows. Next we calculate the expectation value
10 log Z1 1 1 1 ﬁE()

L) == = J+ = ]coth|BEy|J+ =] ] —=coth{—] ).
el = 5 op Q“B<< +2>C° (5‘)( +2>> 2 (2

c) Betrachten Sie den Grenzfall fiir kleine Felder B , bzw. grofle Temperaturen und zeigen
Sie, dass man fiir die magnetische Suszeptibilitdt y wieder das Curie-Gesetz erhélt, also
x~1/T.




~ Solution ~

We expand first the expectation value for small B

(=) = g <<J+;) (BEO (1J+;) + B;Eo <J+;)> ;(61290+ng0)>

_ guBBEy
3

J(J+1).

Now we calculate y as

which follows Curie’s Law.

/

d) Bestimmen Sie (u,) und x im gemeinsamen Grenzfall J — oo und g — 0, wobei g - J
konstant sein soll.

~ Solution ~

In the combined limit we obtain for (i)

1
() = gusJ (Coth(BEoJ) - BE0J> ;

where we used

9(J +1/2) = gJ(1+ O(g))
2 BE,

2 | BE 2
coth(BEo/2) = g + =~ + 0g").
And for x we obtain
) (1 > 520 (9157)"5
x = (guBJ)"B <5EOJ sinh?(BEoJ)) 3
\ J
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Moderne Theoretische Physik II
(Quantenmechanik IT und Statistik)
Institut fiir Theoretische Teilchenphysik

Prof. Dr. Matthias Steinhauser, Dr. Daniel Stremmer
WS 25/26 — Blatt 13 Abgabe: 13.02.2026, 11:30 Uhr; Besprechung: 17.02.2026

Aufgabe 1: Ideales Bose Gas in zwei Dimensionen

a) Geben Sie die grofikanonische Zustandssumme Zg(7, V, p) fiir ein zweidimensionales Bose

Gas an.
~~ solution ~

The grand canonical partition function is given by

1
— —B(En—pN) _ —Banalex—n) —
ZG Ze Ze A H 1— e—ﬂ(e/\—u)’
Nmn ny A
where the energy of the two-dimensional Bose gas is
1 [2xh\? 2 9

- J

b) Bestimmen Sie die mittlere Anzahl der Teilchen pro Fliacheneinheit als Funktion von u
und T. Hierbei kénnen Sie fiir die Energie der einzelnen Bosonen

2 2
D 1 [2nh 9 9
6/\:2m:2m( L > ()

verwenden.


https://ilias.studium.kit.edu/ilias.php?baseClass=ilrepositorygui&cmd=infoScreen&ref_id=2764125

e solution ~N

We calculate first the grand canonical potential

(2:-—kTWogZC::kﬂj§:log{1——6“%97“4.
A

The average number of particles reads then

1
- Z oo 1 Z(nA) = ZnB(eA)

TV A A A

o0

N =-5,

We can write the sum over \ as
0 (o) L2
Z:Z:/dnwdny:%r/ dnn:27r/ dp p——=.
)\ s 0 0 (27h)

Finally we obtain for the average number of particle per volume

(N) 1 / e 1 mkT 3
L= dpp = — log[l—e“}.
L2 2xh? J, Bl —p) _ 27th
Note: in the lecture the notation “N” and not “(N)” is used.
- J
c) Zeigen Sie, dass in diesem Beispiel keine Bose-Einstein-Kondensation auftritt.
~~ solution ~

In order to find whether we have Bose-Einstein condensation or not, we have to check
if the expression

/Ddeu(e)ng(e,u:O):/o deeﬁi(e_)l,
ie.

[~ vt mstenyn=0) = [~ app LD
0 0

6657171

diverges (no BEK) or converges (BEK). For the state density we have v(e) o €1/2 o p
in three dimensions, v(e) o< € o p® in two dimensions and v(e) o< € /2 o p~! in one
dimension. For three dimensions the integral is convergent, but for two or one it is

divergent.

- J

Aufgabe 2: (*) N anharmonische Oszillatoren (5 Punkte)

Berechnen Sie mit Hilfe der klassischen Statistik die mittlere Energie und den Beitrag zur spezi-
fischen Warme im Grenzfall kleiner Temperaturen fiir ein System von /N unabhéngingen anhar-
monischen Oszillatoren mit der Hamilton-Funktion

- 2,22
mw-r
H = 2 +A7t, >0,
2m 2

wobei der letzte Term als kleine Storung aufgefasst werden kann.



e Solution

For the partition function, we have

, ) N
Z </ o dgxe_ﬂ(%mwjﬁ Wﬂ))
N = o 7\3

(27h)3

(b forcer)

/8 3 _ﬁ<mw2'r2>
=7 1_T d°re T )yt 0| =2 1—|—7ﬁ—|—0( 7%
70 \3

with A = zﬂh . In the last line we have already expanded the integrand and introduced

Z which is the partition function with 4 = 0 and the superscript () denotes terms that are
associated to single particle quantities. Now we proceed to calculate the partition function
in the v = 0 case

1 3_,_5¢ N_ 1 [/ 2« 3N_ kT 3N_ L\
%0 = ()\3/d ( )> _<)\ Bmw2> _<hw> _<ZO> ’

The next expansion term is given by

(1) 2.2 oo 2 2

A : _ M 4 _ g mwir®
M= (ﬁ Bre (2 ) (71T)6 dre P77
Z Zy A3 ZO A3 Jo

7
4 kT \ 2 kT \?
- (E ) ) ()
Z(() ))\3 2 \mw mw
Then the corresponding thermodynamic quantities Fy, Ey, Cy can be calculated by the stan-
dard formulas. We obtain

Fy = —kTlog Zy = —3NkT log(kT/(liw))

OF
Eo=F —-T— =3kTN
0 ar =
82
Co T 3k

In the next step, we include the y-induced part by perturbation

(0)
F = —kTlog Zy = —kT log (Zo(l +yz0 )z + )N) = —kTlog Zo — NkT % 5
0
T 2
= —kTlog Zo+ 15N~y <k2>
muw

We can derive corresponding 1 and Cy. The final results can be assembled by F = Fy+ E;
and C' = Cy + Cy. We find

kT \? E\?




Aufgabe 3: (*) Kanonische Verteilung fiir magnetische Spins (5 Punkte)

Ein magnetisches System habe Energieaustausch mit einem Warmebad. Zusétzlich sei seine
Magnetisierung an das Warmebad gekoppelt, so dass die Mittelwerte von Energie, (F), und
Magnetisierung, (M), des Systems vorgegeben sind. Es soll ein Ensemble mit N solchen Sys-
temen betrachtet werden. FE, und M; seien die mogliche Gesmatenergie bzw. Magnetisierung
der einzelnen Systeme und n, s ist die Zahl der Systeme in dem Ensemble, die Energie £, und
Magnetisierung M, haben.

a) Geben Sie die drei Zwangsbedingungen an, die man zum Aufstellen der verallgemeinerten
Entropie benétigt.

~ Solution ~

We denote w(n) = “5* and the simplified summation notation ), := > .

Zw(n) =1

n

S B w(n) = (B)

n

S Mo w(n) = (M)

. J

b) Zeigen Sie, dass die Besetzungswahrscheinlichkeit n, /N gegeben ist durch

s _ et (VEr+Ms)
N

Benutzen Sie hierfiir die Methode der Lagrangemultiplikatoren um die Zwangsbedingungen
aus der ersten Teilaufgabe einzubinden. Im zu zeigenden Ergebnis sind v und  zwei der
damit eingefiihrten Lagrangemultiplikatoren. Geben Sie die Konstante C' an.



c)

d)

~ Solution ~

Use the Lagrangian multiplier methods, we have

S=-k> w(n)log(w(n)) +a (Zw(n) — 1) + (Z E,w(n) — (E>>

n n

n

and
oS
Ju(n) —klog(w(n)) —k+a+~vyE, +IM; =0,
oS
i 1=
D0 2 w(n) 0,
8—3 = E E,w(n) — (E) =0,

These lead to

log(w(n)) = -1+ % + %Er + ZMS7
w(n) = e~ 1H % R B i Ms ,
and we have C = e 11%.
We can also have
w(n) := ie%(vE”Jr‘SMs),

Zy
Zk = Z e%('YEr‘i’(sMs)

n

with > w(n) =1and C =1/Z.
- )

Q(E, M) sei der mikrokanonische Entartungsgrad. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit

P(E,M), das System in einem Zustand der Energie E und der Magnetisierung M zu

finden?
Solution

P(B, M) = Q(E, M) w(n)

Geben Sie die Bedingungsgleichungen fiir die wahrscheinlichste Energie (E) bzw. Mag-
netisierung (M) (P(E, M) maximal!) an. Bestimmen Sie das Differential der inneren En-
ergie dE = d(E) = dF fiir ein System mit Magnetisierung. Nutzen Sie nun die Beziehung
zwischen der Entropie S und Q(FE, M) aus, um Q zu eliminieren und so die Lagrange-

Parameter v und ¢ zu bestimmen.



~ Solution ~

Use
g% — Ot (VEr+6Ms) (gg + Q(E, M)Z) =0,
g]\i — Cet(YE+3My) (SJ\Z + Q(E, M)Z) =0,
and we obtain
To_220, p=-pr/0

We then have

S = klog Q(E, M),

o5 _ hon
0E QOE’
25 _kon
OM  QOM’
which amount to
__05 5o 95
1T TR oM
We then use
1 H
dU =TdS + HdM = dS = TdU—?dM,
we obtain v = —% and § = % and
1 _Ep  HM;
= — kT kT
w(n) : Zke ,
P
- J

e) Wie hingt in diesem Fall die freie Energie FF = E — T'S — HM mit der kanonische Zus-
tandssumme Zg zusammen?



~ Solution

-

We use
F:E—TS—HM:ZEW +Tkzw

Er

= Z [E w(n) + kTw(n) <—log(Zk) -5t

~ kTlog(20).

and we obtain

) log(w

HM
kT

HZMw

S)—HMmmﬂ
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