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1. Eindimensionales Ising-Modell (104-84+104+10+74+5+10 = 60 Punkte)

Betrachten Sie ein eindimensionales Ising-Modell mit Hamilton-Operator:
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Hier bedeutet Z Summation iiber néchste Nachbarn. Es gibt N Spins: ¢ € [1,2,..., N,
(i)
wobei ¢ = 1 und ¢ = N nicht verbunden sind.

(a) Beweisen Sie mit Hilfe der kanonischen Zustandssumme Z die folgende Relation fiir
die magnetische Suszeptibilitat:
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(b) Berechnen Sie x(7', B = 0) im Limit N > 1, mit Hilfe des Ausdrucks fiir (o,0;) aus
den Vorlesungen:
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Vergleichen Sie das Resultat mit dem Ausdruck fiir y aus den Vorlesungen.

(c¢) Nutzen Sie nun die Transfermatrixmethode. Berechnen Sie die Eigenwerte A;  der
Transfermatrizen T, die zugehorende Eigenvektoren [y := |1),l, := |2), und die
kanonische Zustandssumme Z.

(d) Berechnen Sie die Korrelationsfunktion (o;0;) fiir B > 0, und zeigen Sie, dass:
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wobei 0, = (1] _01 und h = % Nehmen Sie an, dass ¢,j nicht genau am

Rand sitzen und dass N > 1. Begriinden Sie, warum man hier 0.B.d.A. annehmen
kann, dass j > 1.

Hinweis: Im Limit N > 1 kann man den im vorangegangenen Teil berechneten
Ausdruck fur Z vereinfachen, analog zur Vorlesungen.



(e) Zeigen Sie, dass der Ausdruck (4) stark vereinfacht werden kann im Limit N — oo,
falls 4, j weit weg sind vom Rand und also gelten muss, dass i — 1, N — j > |i — j|.
Vergleichen Sie das Resultat mit (o;0;) fiir periodische Randbedingungen aus der
Vorlesungen.

(f) Berechnen Sie jetzt |[(1]o,|1)|* und [(1]c,|2)[?, und damit die Korrelationsfunktion
(05051 n) — {0;)?. Benutzen Sie die gleiche Niherungen wie im oberen Teil.

(g) Nun betrachten wir den Fall B = 0, wobei wir als Randbedingung o1 = 1 setzen.
Was ist der Zustand des Systems bei T' = 07 Was ist, nach dem Zustand bei T' = 0,
der Zustand (oder die Zustdnde) mit niedrigster Energie (also, der erste angeregte
Zustand)? Und was sind die zweite, dritte usw. angeregte Zustande? Berechnen Sie
so die Zustandssumme iiber alle angeregten Zusténde, und bestimmen Sie (oy0y).
Diskutieren Sie das Resultat fir N — oc.

. Heisenberg-Modell in Molekularfeld-Naherung (104-104-104-10=40 Punkte)
Betrachten Sie den Hamilton-Operator des Heisenberg-Modells
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Hierbei sind die S; Spin-S-Operatoren (S ist ganzzahlig oder halbzahlig), .J; ,, € R sind

die Kopplungen zwischen Spins [ und m und B ist das externe Magnetfeld.

(a) Fiihren Sie eine Molekularfeldndherung fiir den Hamilton-Operator (5) durch, brin-
gen Sie das Ergebnis auf die Form
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und bestimmen Sie so B* und E.
Hinweis: In der Molekularfeldnaherung vernachldssigt man im Produkt zweier Op-
eratoren

AB = (A)B + A(B) = (A)(B) + (A = (A4))(B — (B)) (7)
den letzten Term (A — (A))(B — (B)).
(b) Berechnen Sie die kanonische Zustandssumme in Molekularfeldndherung, unter der
Annahme, dass sich die Spins in Richtung des Magnetfeldes ausrichten.
(c) Leiten Sie in der Molekularfeldnéherung Selbstkonsistenzgleichungen fiir die Spin-
Erwartungswerte (S,;) her. Erklaren Sie, inwiefern es sich bei den von Ihnen

hergeleiteten Gleichungen um Selbstkonsistenzgleichungen handelt. Beschreiben
Sie, wie man versuchen konnte, das Gleichungssystem zu l6sen.

(d) Betrachten Sie nun den Fall B = 0 und
J {J [, m nachste Nachbarn
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wobei die Anzahl nachster Nachbarn fiir jeden Spin z ist.

Suchen Sie eine Lésung, bei der alle Spin-Erwartungswerte gleich sind, (S,,;) =:
s Vl. Leiten Sie die Ubergangstemperatur T, her, unterhalb derer die Selbstkon-
sistenzgleichung Losungen mit s # 0 hat. Fertigen Sie hierzu eine Skizze an.



