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1. Eindimensionales Ising-Modell (104-84+104+10+7+5+10 = 60 Punkte)
Betrachten Sie ein eindimensionales Ising-Modell mit Hamilton-Operator:
H:—izUiU'—ZBZUz‘ o; = %1. (1)
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Hier bedeutet Z Summation iiber néachste Nachbarn. Es gibt N Spins: ¢ € [1,2,..., N,
(i)
wobei ¢ = 1 und ¢« = N nicht verbunden sind.

(a) Beweisen Sie mit Hilfe der kanonischen Zustandssumme Z die folgende Relation fiir
die magnetische Suszeptibilitat:

0M 2
X = ——— 4k’BT ZZ@UJ <201> . (2)

=1 j=1

Losung:

B iaan_
XTBL 5B T0B

19°2 (102
Z 0B? Z 0B

Die Zustandssumme ist gegeben durch:

Z:Zexp[—ﬁfﬂ} :Zexp ZO‘ZO'j+ﬁ BZUZ : (4)
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wobei {0} alle mogliche Mikrozusténde bedeutet. Also:
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Aus der Definition des thermischen Erwartungswertes
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= 220(3 pH (7)
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folgt dann:
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wobei wir fiir die zweite Zeile die Linearitat des Erwartungswerts genutzt haben.
Damit finden wir die gesuchte Relation.
Berechnen Sie x(7', B = 0) im Limit N > 1, mit Hilfe des Ausdrucks fiir (c;0,) aus
den Vorlesungen:

g-il = I8

(0j05) = (tanh g)"™", g = I (11)

Vergleichen Sie das Resultat mit dem Ausdruck fiir y aus den Vorlesungen.
Losung:
Fiir B =0 muss (0;) = 0, weil es keine Vorzugsrichtung des Spins gibt. Deswegen:

x(T,B=0) = 7?75 [Z <aiaj>] . (12)

i=1 j=
Aus den Vorlesungen wissen wir, dass:

Jp
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(0;07) = (tanh g)‘j’“, g= (13)

Deshalb:

572)( Z <1+Ztanh )4 Z tanh(g ) (14)
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hier haben wir die Summation in 7 =4, j < ¢ und j > 7 aufgeteilt, um den Betrag im
Exponenten aufzulosen. Wir fiihren die Summen iiber ¢ mit Hilfe der geometrischen

Reihe

Zx _ 2t 2@’ 1) (15)
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aus und erhalten

—tanh(g) """ — tanh(g)" + tanh(g) + 1
sy ()




jetzt fiihren wir die verbleidenden Summen iiber ¢ auch mit der geometrischen Reihe
aus:

4 2 tanh(g) <tanh(g)N — 1> — Ntanh(g)* + N
R (tanh(g) —1)?

Im Limit N > 1 verwerfen wir Summanden ohne Vorfaktor N, da |tanh(z)| < 1:

(17)

4 ns1 .. 1—tanh(g)’
52 N anh(g) — 12 (18)

jetzt nutzen wir

1 —tanh(g)2 gy
(tanh(z) — 1)2 _ © (19)

und erhalten nach Umformung
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iibereinstimmend mit den Vorlesungen.

Benutzen Sie nun die Transfermatrixmethode. Berechnen Sie die Eigenwerte A o
der Transfermatrizen T', die zugehorende Eigenvektoren [y := [1),15 := |2), und die
kanonische Zustandssumme Z.

Losung:
Wie in die Vorlesungen, bekommen wir:

h
T, = exp (5(0 + J/)) exp (goo’), (21)
mit 5B 87
f}/
n=20 9=t (22)
und identifizieren die Transfermatrix
. T—l,—l T—l,l €h+g e 9
T = (TL_l TLl ) = (eg €7h+g (23)
Die Zustandssumme ist etwa anders, weil es keine periodischen Randbedingungen
gibt:
h h
Z = Z exp | 501 Toi00Tos0s* Topn_yon €XD 50N (24)
{o}

Wir diagonalisieren das Produkt aus Transfermatrizen:
T=UDU™", D=diag(\,X), U= (L L), (25)

wobei die Eigenwerte A o:

A2 = €9 cosh b + V€29 sinh® h + e~29, (26)



wobei A; der (grofere) Eigenwert mit dem + ist. Die zugehorigen normierten Eigen-

vektoren [q, [5 sind:
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Wir bekommen damit:

7 = Z exp (;Lal> (UDN'U 15,00 €Xp <;LJN> (29)
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Berechnen Sie die Korrelationsfunktion (o;0;) fiir B > 0, und zeigen Sie, dass:
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wobei o, = (1) _01) und h = % Nehmen Sie an, dass 7,7 nicht genau am

Rand sitzen. Begriinden Sie, warum man hier 0.B.d.A. annehmen kann, dass j > i.

Hinweis: im Limit N > 1 kann man den im vorangegangenen Teil berechnete
Ausdruck fur Z vereinfachen, analog zur Vorlesungen.

Losung:
Die Korrelationsfunktion ist per Definition des thermischen Erwartungswertes und
wieder mit Transfermatrix T’
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wobei wir benutzt haben, dass j > i. Das ist gerechtfertigt, weil (0,0;) = (0;0;).
Wir benutzen die Eigen-Zerlegung von 7" um den Ausdruck zu Vereinfachen:

T =3 Al G (33)

=3 A )l (34)

wobei die zweite Zeile aus Orthonormalitat der Eigenvektoren folgt. In der Eigen-
basis von 1" lautet o,

2

o.= Y (llozim)|l) {m]. (35)
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und das Matrixprodukt o,7"
0. T7 = Zmaz\m I m]Z)\J In) (n (36)
—ZM (il o= m) |1) {ml (37)

(wieder mit Orthonormalitét der Eigenvektoren).
Damit haben wir

o) =5 3 ek [ZA;‘-I\M] [Zw<n|az|m>|n><m|] x
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(38)
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jetzt fithren wir die Summationen tiber o; und o; als Matrixmultiplikationen aus

(o) = 5 3 el [Z NN AY T (1o fm) ] o ) |1 <n|] (40)
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Im letzten Schritt haben wir benutzt dass fiir Matrizen A und B gilt [A + B|;; =
A; j+B, ;. Nachdem wir Z genauso ausgeschrieben haben erhalten wir den Ausdruck
aus der Aufgabenstellung

(0:05) Z?mn_l N TINCIAN = (1o m) (m]os|n) Y 1o EXD (—g o1+ 0on)) ([D{n))oroy
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Zeigen Sie, dass der Ausdruck (31) stark vereinfacht werden kann im Limit N — oo,
falls 4, j weit weg sind vom Rand und also gelten muss, dass i — 1, N — j > |i — j.
Vergleichen Sie das Resultat mit (o;0;) fiir periodische Randbedingungen aus den
Vorlesungen.

Losung: Im Fall, dass 7, j weit weg vom Rand sind, missen ¢ — 1 und N — j gro8
sein im Vergleich mit j — i. Dann konnen wir, wie oben, die Terme \5™' und )\év -



vernachlassigen, und setzen [ = 1 und n = 1. Wir bekommen:

- Z?mn:l )\;'—1/\%4/\111\77]'<l|gz|m> <m|0z|n> Zalo'N eXp (%(01 + UN)) (|l><n|)U10'N
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(43)
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Das ist genau der Ausdruck aus der Vorlesungen. Der einzige Unterschied zwis-
chen den Systemen sind die Randbedingungen (periodisch in der Vorlesung) und
Randbedingungen haben hier keine Relevanz weit vom Rand.

(f) Berechnen Sie jetzt |(1|o.|1)|* und [(1|0.]2)|?, und damit die Korrelationsfunktion
WYitn/ T i/ - .
(0:0i4n) — (0;)°. Benutzen Sie die gleiche Ndherungen wie im oberen Teil

Losung:
(1o 1) = ——SmB P (47)
UZ - —7
sinh? h + e—49
1o.[2) |2 v 48
|< |0'z| >| —m- ( )
Nach Einsetzen erhalten wir:
_ 1 . 2 )\g —4g
<O-io-i+n> = m(Slnh h + )\—?6 > (49)
Der Korrelator (o;) ist (@hnliche Rechnung wie fiir (0;0;))
NIAN= o, |n es @+ (1) (n]),, o
<O’,L> _ Zl,n l n < | | >Zo’1,0’N <| >< |> 10N (5())

S AT o €2 D (D (1) oy

Und in den gegebenen Limits (wieder unter der Annahme dass i weit vom Rand
weg ist und N > 1):

i i Ligi4o
AN 100 Sy O (e

R ) SR ST T oy
i—1\N—1
A Alwngm (52)
— (1]0.]1). (53)
Also insgesamt:
(3051n) — {03) = g 2h 0 (54)

sinh? h + e=49 A}



(g) Nun betrachten wir den Fall B = 0, wobei wir als Randbedingung ; = 1 setzen.
Wias ist der Zustand des Systems bei T' = 07 Was ist, nach dem Zustand bei T' = 0,
der Zustand (oder die Zustdnde) mit niedrigster Energie (also, der erste angeregte
Zustand)? Und was sind die zweite, dritte usw. angeregte Zustande? Berechnen Sie
so die Zustandssumme iiber alle angeregten Zusténde, und bestimmen Sie (o10x).
Diskutieren Sie das Resultat fiir N — oc.

Losung: Der Zustand mit niedrigster Energie hat alle Spins in die gleiche Rich-

tung, also fiir 7" = 0 muss dann o; = 1,Vi. Die niedrigst mogliche hohere En-
ergie bekommt man, wann es genau einen Platz gibt mit einem Spin-wechsel:
|1,1,---1,—1,---, —1), d.h. es gibt genau ein Doménenwand, iibereinstimmend mit

N — 1 moglichen Konfigurationen. Die hoher angeregten Zustande haben also m
Domanenwande, mit Energien:

J
By = —3(N =1 —2m), (55)

und Entartung (NT; 1).

Die Zustandssumme ist:

7 = %_:1 (Nm 1) exp (Bj(]\f —1- 2m)> (56)

m=0
J N—-1
= (2 cosh f) : (57)

Also bekommen wir, weil oy nur abhangig ist von m:

(1) = 7 exp (i‘]uv - 1>> 3 (N - 1) exp (%])m 1", (59)

m=0

und damit:

AN N -1
(o1on) = (tanh 6) = exp () : (59)
4 3
mit dimensionslose Lange &:
¢€:= —In"'tanh (ij> : (60)
Weil ¢ nur von der Temperatur abhangig ist, muss im Limit N > £ die Korrelation

<010N> — 0.

2. Heisenberg-Modell in Molekularfeld-Naherung (10+10+10410=40 Punkte)
Betrachten Sie den Hamilton-Operator des Heisenberg-Modells

N N
H=-— Z Jl,mSlSm — gHBB Z Sl (61)
=1

I,m=1

Hierbei sind die S; Spin-S-Operatoren (S ist ganzzahlig oder halbzahlig), .J; ,, € R sind
die Kopplungen zwischen Spins [ und m und B ist das externe Magnetfeld.

7



(a)

Fiihren Sie eine Molekularfeldn&herung fiir den Hamilton-Operator (61) durch, brin-
gen Sie das Ergebnis auf die Form

N
H™ = —gup Y BMS, + Ey (62)
=1

und bestimmen Sie so B* und Ej.
Hinweis: In der Molekularfeldnaherung vernachldssigt man im Produkt zweier Op-
eratoren

AB = (A)B + A(B) — {A)(B) + (A — (A))(B — (B)) (63)

den letzten Term (A — (A))(B — (B)).
Losung: Wir schreiben das Produkt der Spin-Operatoren als

Slsm - <Sl>sm + Sl<Sm> - <Sl><Sm> + (Sl - <Sl>) (Sm - <Sm>> : (64)

In der Molekularfeldnaherung vernachlassigen wir nun wie in der Vorlesung den
letzten Term. Damit lesen wir ab

N
EO - Z Jl,m<Sl><Sm> (65)
I,m=1
N
gusB =2 Jim(Sm) + gusB. (66)
m=1

Berechnen Sie die kanonische Zustandssumme in Molekularfeldnaherung, unter der
Annahme, dass sich die Spins in Richtung des Magnetfeldes ausrichten. Sie kénnen

L .
sinh(4(2L + 1
nutzen, dass Z exp(zra) = si(r?}(l(a/Q) )
r=—1L
Losung: Definition der kanonischen Zustandssumme: (mit B; =: é,B)
Z = Zexp(—ﬁHmf) (67)
{si}
N S
= exp(—fFEp) HZZ 7y = Z exp(BsgusBi) (68)
=1 s=—5

Wir nutzen die gegebene Relation, um die Summe auszufiihren:

_ sinh(B,Bupg(2S +1)/2)

! sinh(SB1upg/2) o
__sinh(Bjz(25 + 1)) .
_ e x = Bupg/2 (70)

Leiten Sie in der Molekularfeldndherung Selbstkonsistenzgleichungen fiir die Spin-
Erwartungswerte (S,;) her. Erkldren Sie, inwiefern es sich bei den von Ihnen
hergeleiteten Gleichungen um Selbstkonsistenzgleichungen handelt. Beschreiben
Sie, wie man versuchen konnte, das Gleichungssystem zu l6sen.
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Losung: Kanonischer Ensembleerwartungswert des Spins .S,

_ Z{sm} Szyl exp(_ﬁj_]mf)

S.)) =
A ST i
N S s SIZP(%SlBl) (72)
1102
= o (73)
:% (1+25) coth(Bia(1 + 25)) — coth(xB)] (74)

Hierbei handelt es sich um Selbstkonsistenzgleichungen, da (S,;) auf der linken
und rechten Seite der Gleichung steht (die Felder B; héngen von den (S.;) ab).
Die Erwartungswerte, die mit dem genaherten Molekularfeld-Hamilton-Operator
ausgerechnet werden miissen also konsistent mit den Erwartungswerten sein, die in
die Naherung eingehen.

Ein méglicher Losungsansatz wire, ein Set von (S.;) zu raten und dieses auf der
rechten Seite einzusetzen, um dann ein neues Set zu erhalten; und das so lange zu
wiederholen, bis die Werte konvergieren (iterative Methode).

Betrachten Sie nun den Fall B = 0 und

Jim = (75)

J I, m nachste Nachbarn
0 sonst

wobei die Anzahl néchster Nachbarn fiir jeden Spin z ist.

Suchen Sie eine Losung, bei der alle Spin-Erwartungswerte gleich sind, (S,,;) =:
s VI. Leiten Sie die Ubergangstemperatur 7T, her, unterhalb derer die Selbstkon-
sistenzgleichung Losungen mit s # 0 hat. Fertigen Sie hierzu eine Skizze an.

Losung: B ist jetzt unabhangig vom Gitterplatz:

N
gusBy = 2s Z Jim (76)
m=1
= 2sJz (77)

Wir erhalten fiir die Selbstkonsistenzgleichung:

s = % (14 25) coth(sa(l+2S5)) — coth(soz)] =: f(s) a:=fJz (78)
Die Skizze geht analog zur Vorlesung: Wir tragen jeweils die linke- und rechte
Seite der Gleichung tiber s auf. Die linke Seite ist also eine Ursprungsgerade mit
Steigung 1. Die rechte Seite wéachst monoton, und geht gegen £5 fiir s — Fo00. Ist
die Steigung am Ursprung kleiner 1, so ist der einzige Schnittpunkt am Ursprung
und somit die einzige erlaubte Losung der Gleichung s = 0. Wenn die Steigung
aber > 1 ist, dann gibt es auch Losungen ungleich 0. Wir berechnen also die
Ubergangstemperatur zwischen diesen Fallen, indem wir die Steigung der rechten



Seite bei s = 0 betrachten:

af(s)| 2 0
s |, 35(1+S)a =1
:>a— ;

-~ 25(S5+1)
3
& b= 2J25(5 +1)

Wir finden die Ubergangstemperatur

T 2J25(5 +1)
c 3kp

10
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