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1. Parameter des Landau-Funktionals fiir den magnetischen I"Jbergang des Heisenberg-
Modells in Molekularfeldnidherung
(64 6+ 8+ 10 + 10 = 40 Punkte)

Auf dem vorangegangenen Ubungsblatt haben wir die kanonische Zustandssumme des
Heisenberg-Modells in Molekularfeldndherung hergeleitet:

s = exp(-0) (SRS ) )
B == 2sJz (2)
Ey=s?JzN (3)
s:=(S,) (4)

Wir haben gesehen, dass sich aus der Selbstkonsistenzgleichung fiir den Spin-Erwartungswert
im isotropen Fall (alle Spin-Erwartungswerte gleich) eine kritische Temperatur ergibt,
unterhalb derer Losungen mit (S,) > 0 mdglich sind, die tiberhalb nicht existieren.
Beim Unterschreiten der kritischen Temperatur kann also ein Phasentiibergang von einer
Phase mit ungeordneten Spins in eine geordnete Phase stattfinden.

In der Vorlesung haben Sie die Landau-Theorie kennengelernt, mit der man Phaseniibergénge
mit wenigen phanomenologischen Parametern beschreibt, ohne die zugrundeliegende
mikroskopische Theorie zu kennen.

In dieser Aufgabe wollen wir uns die Landau-theoretische Beschreibung des Ubergangs
tiberlegen (Teilaufgaben (a) und (b)), und dann die mikroskopische Theorie nutzen,
um die phanomenologischen Parameter, die in diese Beschreibung eingehen, herzuleiten
(Teilaufgaben (c) und (d)). In Aufgabe (e) vergleichen wir das mikroskopische Ergebnis
mit der Landau-Theorie in der Ndhe des Phaseniiberganges.

(a) Welche Eigenschaften muss ein Ordnungsparameter in der Landau-Theorie erfiillen?
Und warum? Geben Sie einen Ordnungsparameter fiir den Phasentibergang aus der
Aufgabenstellung an und begriinden Sie, warum dieser geeignet ist.

Losung: Der Ordnungsparameter ist oberhalb der kritischen Temperatur 0 und
unterhalb der kritischen Temperatur endlich. Insbesondere ist er klein knapp unter-
halb der kritischen Temperatur: Daher kann man das Landau-Funktional in diesem
Bereich in Potenzen des Ordnungsparameters entwickeln.

Ein geeigneter Ordnungsparameter fiir den betrachteten Phasentiibergang ist also
der Spin-Erwartungswert (S.): In der ungeordneten Phase mitteln sich die zufallig
ausgerichteten Spins zu 0. In der geordneten Phase gibt es eine Vorzugsrichtung
und (S,) ist endlich. Nahe am Ubergang ist das System nur schwach geordnet und
das Landau-Funktional kann in (S,) entwickelt werden.
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(b) Schreiben Sie das Landau-Funktional fiir den betrachteten Phaseniibergang in Ab-
wesenheit eines externen Feldes auf und begriinden Sie.

Losung:
1
Fls| = fo+ 52532 + bs* (5)

In unserer Entwicklung vernachlassigen wir ungerade Potenzen, da wir wissen, dass
unser Problem die Symmetrie s — —s besitzt. Wir gehen bis zur vierten Ordnung,
da wir fiir eine niedrigere Entwicklung keinen Phaseniibergang erhalten konnen.

(¢) In der Vorlesung haben Sie gelernt, dass die Zustandssumme mit Hilfe des Landau-
Funktionals F als

Z- / D exp(—AF[4)) (6)

geschrieben wird, wobei D¢ ein Funktionalintegral iiber alle moglichen Konfigura-
tionen des Ordnungsparameters ¢(r) ist. Nehmen Sie an, dass die physikalische
Realisierung des Ordnungsparameters am Phasentibergang ortsunabhangig ist, und
nutzen Sie die Sattelpunktsnédherung, um einen Zusammenhang zwischen der freien
Energie und dem Landau-Funktional herzuleiten.

Losung:
2= [ Doexn(-57(0) (7)
~ exp(—Ff(¢s)) (8)
f(ps) = f[¢]|¢:¢s 9)

Hier haben wir die Sattelpunktsnaherung genutzt, um die Exponentialfunktion an
der Stelle des Maximums des Exponenten auszuwerten. f ist also jetzt kein Funk-
tional des Ordnungsparameters mehr, sondern eine Funktion des physikalisch real-
isierten (konstant angenommenen) Ordnungsparameters. Wir finden die freie En-
ergie

F= —; log(Z) (10)

= f. (11)

(d) Da wir fiir den Phaseniibergang aus der Aufgabenstellung eine mikroskopische The-
orie (in Molekularfeldndherung) 16sen kénnen, konnen wir die Parameter des Funk-
tionals in dieser Naherung mit Hilfe der Relation aus der letzten Teilaufgabe her-
leiten. Bestimmen Sie die Parameter des Landau-Funktionals in den gegebenen
Naherungen.

Losung: In der vorangegangenen Teilaufgabe haben wir gesehen, dass die freie En-

ergie in Sattelpunktnaherung die gleiche Form hat wie das Landau-Funktional. Da-

her kénnen wir die Freie Energie aus der Molekularfeldnaherung nahe des Phaseniibergangs
fiir kleine s := (S,) entwickeln, und dann durch Vergleich mit dem Landau-Funktional

die Parameter bestimmen.

Freie Energie in MF-Néaherung:

F(s) = —;{ — BEy + Nlog [sinh(@Beﬂ(S)QS; 1)} ~ Nlog [Sinh<ﬁBe2ff($)):|}
(12)




In der Nahe des Phasentibergangs ist s klein und wir entwickeln bis zur vierten

Ordnung:
N 1 , 2
F(s) ~ 6log<1+25) + s°NJz (1—3JZS(1—|—S)B) (13)
2
+5' 2 JINS(1+5) [1 +25(1+ S)} 5. (14)

Beachten Sie, dass das nicht das Landau-Funktional ist, sondern die genédherte freie
Energie. Beim Koeffizientenvergleich machen wir uns lediglich zunutze, dass die
Funktionale Form dieser beiden Groflen in Sattelpunktnaherung gleich ist. Nebenbei
bemerken wir, dass tatsachlich ungerade Terme in s wegfallen, wie wir es vorherge-
sagt haben. Wir finden also

N 1
Jo= Blog(HQS> (15)
L =Nz (1 - §Jz5(1 + 5)5) (16)
b= 425J4NS(1 +9) [1 12501 + S)} A8 (17)

(e) Zeigen Sie, dass die Temperaturabhéngigkeit des Landau-Funktionals nahe des
Ubergangs analog zur Vorlesung ist. Hinweis: Entwickeln Sie die Koeffizienten
fur T ~T,.

Losung: Nahe der kritischen Temperatur konnen wir die Faktoren fy, ¢ und b
jeweils bis zur niedrigsten nichtverschwindenden Ordnung in T — 7. entwickeln.
Wir wissen vom letzten Blatt, dass

T _ 2J25(5 + 1)

=g (18)
also
N 1
f0:&10g<1+25)+O(TTC) (19)
; =NJz <1 - §Jz5(1 1 S)ﬂ) _ Nl e +O0((T —T.)% (20)
- 425J4NS(1 +8)[1+2501 4+ 8)] 452+ OT - T, (21)

Nahe des Phasentibergangs ist also nur ¢ temperaturabhangig, analog zur Vorlesung.

2. Landau-Theorie mit ¢*-Term (10 + 5 + 15 = 30 Punkte)
Betrachten Sie eine Landau-Theorie mit dem folgendem Freie-Energie-Funktional f:
1 2, bt o b g ¢y
_ = 22 - 22

mit ¢ = a(T — T™) und a,b,¢c > 0. Wie in der Vorlesungen besprochen, sind solche
¢®-Termen nicht erlaubt fiir das Ising- oder Heisenberg-Modell, aufgrund von Symme-
trie. In Systemen in denen diese Symmetrie explizit gebrochen ist, z.B. in manchen
Flissigkristallen, muss man jedoch ungerade Terme betrachten.
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(a)

Berechnen Sie die Minima ¢y,;, von f[p] in Abhéngigkeit der Parameter. Finden Sie
in jedem qualitativ unterschiedlichen Fall heraus, welche Minima lokal / global sind.
Fertigen Sie Skizzen von f[y] fiir die unterschiedlichen Félle an und beschreiben Sie
jeweils ob eine geordnete oder ungeordnete Phase vorliegt.

Losung:
Das Funktional wird von konstantem ¢ minimiert. Dann ist (V¢)? = 0. Wir finden
lokale Extrema e, indem wir ableiten:

thex - b@gx + Cszx ; 0 (23)
also
p1=0 (24)
bF Vb2 — 4ct
¥2,3 = T’ (25)

wobei 2 zum — und 3 zum + gehore.
Wenn t < 0, also T < T*, dann ist ¢, < 0 und 3 > 0. Da f(+z) =3 oo sind
also @9, 1, 3 Minimum, Maximum, Minimum. Daher ist das globale Minimum

entweder bei g9 # 0 oder bei p3 # 0 und wir befinden uns folglich in der geordneten
Phase.

02
Bei T = T* gibt es einen Sattelpunkt bei ¢y = 0 f(;o) =0 ] und
I o=0,T=T*
ein Minimum bei ¢3 = b/(2¢), diese Temperatur liegt also auch innerhalb der

geordneten Phase.

Wenn wir grofiere Temperaturen T > T*, aber b® > 4ct betrachten, dann gibt es
immernoch 3 reelle lokale Extrema, wobei p; < @5 < @5. Da f(£x) 3 oo miissen
es wieder in dieser Reihenfolge Minimum, Maximum und Minimum sein. ¢, ist also
nun ein Minimum. Welches der beiden Minima

o1 =10 (26)
b+ b? —Act
e (27)

global ist hdngt von den Parametern ab. Wenn ¢3 das globale Minimum ist sind
wir in der geordneten Phase (also unterhalb der kritischen Temperatur), da der
Ordnungsparameter einen endlichen Wert annimmt. Wenn f(p3) > 0 = f(p1)
befinden wir uns in der ungeordneten Phase und daher iiberhalb der kritischen
Temperatur.

Schliefllich, wenn 4ct > b* gibt es nur ein reelles Extremum (). Hierbei handelt es
sich um ein globales Minimum, da f(0) = 0 und f(£z) ™3 oco. Diese Parameter
korrespondieren zur ungeordneten Phase (Ordnungsparameter gleich 0).

In Abbildung 1 sind die letzten drei Félle dargestellt.

Fiir welches T' = T, wird die geordnete Phase instabil?

Losung:

Die geordnete Phase wird instabil, wenn f(¢3) von unten 0 iiberschreitet . Um die
entsprechende Temperatur zu finden vergleichen wir die Werte von f nach Einset-



flg; Ve =0)
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Figure 1: Skizze von f(p) in drei Féllen. Rote Linie: T' < T,, mit T knapp unterhalb T..
Das Minimum f(¢min) < 0 ist ein globales Minimum. Griine gestrichelte Linie: T > T,
mit 7" knapp oberhalb T,. Das Minimum bei f(pmni,) > 0 ist nur ein lokales Minimum,
gehorend zu einen metastabilen Phase. Blaue gepunktete Linie: 7" > T,.. Das lokale
Minimum ist verschwunden, nur das globale Minimum bei ¢ = 0 bleibt iibrig.

fle1) > f(w3) (28)
= 0> f(p3) (29)
0 (\/ b2 — 4ct + b) (b9(6\0/§92 — 4et + b) — 60t) (30)

= b <\/62 “dct + b) — 6t > 0 (31)

Diese Bedingung ist immer erfiillt fiir 7" < T,.. Wir suchen aber die hochste Tem-
2

peratur fiir die ¢, kein globales Minimum ist. Daraus ergibt sich ¢ < 9% und wir
c
finden die kritische Temperatur

2 0?
T, =T+ -2 32
' i 9ac (32)
Bestimmen Sie die Entropie S in der Nahe von T,. Betrachten Sie insbesondere die
Falle lir% S(T =T, +€). Was ist die Ordnung des Phaseniibergangs?
€E—r
Losung: Die Entropie ist gegeben durch
S=——, 33
oT” (33)
wobei G die Freie Enthalpie ist. Auch gilt, dass:

Z = /Dgpeﬁfm, (34)
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wobei F = V f (mit dem Volumen V'), weil ¢ unabhéngig ist von rdumlichen Ko-
ordinaten.

Im thermodynamischen Limit benutzen wir die Sattelpunktndherung (siehe Vor-
lesungen / erste Aufgabe), s 6., = G. Damit bekommen wir:

S =0 T>T., (35)

2
—Va (b + /dac(T* = T) + b2>
= 12 T <T. (36)
c

Hier gibt es ein Diskontinuitat bei T' = T,:

4 2
limS(T, —¢€) = _AVab?

37
e—0 9(22 ( )
Damit ist der Phasentibergang von erster Ordnung. Notiz: die Entropie ist neg-
ativ fiir T" < T,.. Das bedeutet, dass die Freie-Energiedichte noch einen implizit
vernachlassigten Beitrag haben muss, welcher unabhangig ist von ¢ und explizit

abhangt von der Temperatur.

3. Allgemeine Gasgleichung aus Prinzipien der Statistischen Physik (Wieder-
holungsaufgabe zu Mod. Theo. II)
(5+5+5+5+5+5=30 Punkte)

In dieser Ubung leiten wir die allgemeine Gasgleichung PV = nRT eines idealen
Gases her. Der Ausgangspunkt ist die (klassische) Hamilton-Funktion H eines Gases
mit N Teilchen in einem Potentialtopf mit Volumen V und totaler Energie £ =
H{p1, P>, -..,Pn}), welche nicht miteinander wechselwirken:

H({pi} AG}) = H@y, 02, - DN G @2y -5 iy :Z 1), (38)

mit der Masse eines Teilchens m und Impulsen p; und Orten ¢;. Das Potential V({¢;})
ist ausserhalb eines Volumens V' unendlich und innerhalb des Volumens 0. (Unendlich
hoher Potentialtopf).

Hinweis: Zur Losung dieser Aufgabe sind d-dimensionale Kugelkoordinaten hilfreich:

T1 = rCos (39)
To = T 8IN Y1 COS Yo (40)
(41)

Tg_1 =TSN ...sinpg 9C08 Y 1 (42)
Tg=Tsine;...siney osinpg_q (43)

Dabei ist 72 Zx und ¢; sind Winkelvariablen. Die Funktionaldeterminante bei

Transformation von karthesischen Koordinaten zu Kugelkoordinaten hat die Form
(g1, .., 041). Es gilt

Fy:= /d(pl.../dgad_l F(o1,..., pa1) = 2rY2/T(d/2) (44)

wobei I'(n) = (n — 1)! die Gammafunktion ist.
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(a) Welche Ensemble benutzen wir hier?

Losung: N,V E sind konstant = Das mikrokanonische Ensemble ist angemessen.
(b) Zeigen Sie, dass das fiir das Gas zur Verfligung stehende Phasenraumvolumen
Q(E,V,N) gegeben ist durch:
1 VN(2rmE)3N/?
QE,V,N) = . 45
(B, V. N) N!(27h)3N T'(3N/2+1) (45)

Losung: Fir das zur Verfiigung stehende Phasenraumvolumen im Mikrokanonis-
chen Ensemble gilt laut Vorlesung

OUBV.N) = gmgew [ e [[di [ i [ dive( - H((7) A7)
(46)
Das Potential V Schrankt das Integrationsgebiet der Positionen auf das Volumen V'
ein, innerhalb dessen es 0 ist:

OUBV.N) = e [, i+ | div [ [ e —adan) @

hierbei haben wir H({7i}) == > (5’)
m

i=1

eingefithrt. Wir erhalten

Q(E,V,N)ZWVN / 0 - / divO(E — H({5i}) (48)
| v [ } Y (7))’
- v [ [ dnve E—;(g’%] (49)

1 . B .
= W[(Qm)5/2V]N/dpl--./de@

Die Theta-Funktion schrankt die Integration auf eine 3N-dimensionale Kugel mit
Radius V'E ein. Wir transformieren zu Kugelkoordinaten (unser Wissen aus der
ersten Teilaufgabe nutzend):

(50)

E=> ()

i=1

VE
Q(E,V,N) = WKZWL)S/QV]NFSN/O A 3N-1 (51)
_ 1 [2m)PPVEPIN Fyy
~ NI(2rh)3N 3N (52)
_ 1 2N [(2m)P PV B3PV
~ NI(27h)3N 3NT(3N/2) (53)
1 VN(7(2m)E)3N/? (54)

~ NI@2rh)*N  T[(3N/2) + 1]

(c) Bestimmen Sie die Entropie S im Limit dass N,V grofl sind. Die ”Zahl” von

Zustanden mit Energie in einem schmalen Fenster der Breite AE ist N (E,V,N) :=
OQ(E,V,N)

95 AF, und fiir die Entropie gilt:

S(E,V,N) := kgln (/\/(E, v, N)> (55)
~ kpln (Q(E, v, N)) (56)



mit der Boltzmann-Konstanten kg. Die letzte Gleichheit gilt fiir grofie Teilchen-
zahlen (siehe Skript).

Hinweis: benutzen Sie die Stirling-Formel.
Losung: Mit dem Resultat von Teil b) bekommen wir:

VN(2rmE)3N/?
= kgl .
S=kpln (N!h3NF(3N/2 + 1)) (57)
Mit der Stirling-Formel finden wir, dass:
3N\ 3N/2
InN'~ NInN—N und T(3N/2+1) = (3N/2)! ~ <2_> . (58)
e

Also 3Nk drmEN 32

S =" | Nkyn [V<37;?N) | + Nkp — Nkg 1 N, (59)

Die zwei letzte Termen haben ihren Ursprung in dem Faktor N!. Dieser Faktor
kommt von der nicht-Unterscheidbarkeit der Teilchen. Damit ist das Resultat genau
die Sackur-Tetrode-Gleichung fiir ein einatomiges Gas:

5Nk
g B

v(mev) ] ()

+ Nkpln [N

Wir haben implizit angenommen, dass das Gas einatomig ist im Hamiltonian.

Anhand dieser Aufgabe, geben Sie eine physikalische Interpretation der Entropie
S(E,V,N) an. Erkldren Sie auch, wofiir der Faktor 1/N! in © gut war. Anhand
Ihrer Interpretation, welches Verhalten der Entropie erwarten Sie bei verschwinden-
der Energie, E — 0 (hier und im Allgemeinen)? Stimmt Thre Erwartung mit dem
Ergebnis S(E — 0) iiberein (falls Sie die vorangegangene Aufgabe nicht gelost
haben, kénnen Sie S(FE,V, N) auch nachschlagen)? Warum (nicht)?

Losung: S(E,V,N) misst die "Anzahl” der Zustédnde, die fiir das System zur
Verfiigung stehen, gegeben Energie, Volumen und Teilchenzahl des Systems. Diese
Zusténde liegen (klassisch) auf einer Oberfliche im Phasenraum, die durch die Be-
dingung H({q},{pi}) = F eingeschrénkt wird:

OQ(E,V,N)

oy [ adieady [ ao(E - HUGYL D 61

Da es nicht moglich ist, die einzelnen Teilchen zu unterscheiden, reicht es nicht aus,
alle moglichen Impuls- und Ortskoordinaten der Teilchen aufzuintegrieren: Jeder
mogliche Zustand des Systems, vollstandig spezifiziert durch N Impulse und N
Orte, ist in unserer Integration N! mal vertreten. Daher miissen wir durch N!
teilen.

Wenn die Energie gegen 0 geht, stehen dem System nurnoch die Zustande niedrigster
Energie zur Verfiigung. Wenn es genau einen Grundzustand gibt, geht die Entropie
gegen 0, ansonsten gibt sie die Anzahl der (entarteten) Grundzusténde an.

Eine naive klassische Betrachtung des idealen Gases suggeriert, dass es viele Zustande
niedrigster Energie gibt: Alle Impulse miissen 0 sein, alle Positionen sind aber in-
nerhalb des Volumens frei wéahlbar. Da die Entropie auch fiir endliche Energie
endlich ist, erwarten wir wir ein positives, endliches Frgebnis. Die Entropie geht



aber laut Rechnung gegen —oco. Die Rechnung gibt unsere Erwartung einer posi-
tiven Entropie nicht wieder, da die Impulsintegration auf den Punkt eingeschrankt
ist, bei dem alle Impulse 0 sind, und die Integration iiber den einzelnen Punkt
zu einem verschwindenden Ergebnis fithrt. (Diese Uberlegungen sind unabhéngig
von der Tatsache, dass bei niedriger Temperatur kein echtes Gas mehr als ideal
angenommen werden kann).

Bestimmen Sie U(S,V, N) aus dem Ergebnis von Teil (c). Bestimmen Sie dann
T(S,V,N) und P(S,V,N). Finden Sie daraus die Entropie S(T,V, N). Leiten Sie
die ideale Gasgleichung her, indem Sie P(T,V, N) durch Einsetzen ermitteln.
Losung:

Mit Mathematica: Wir invertieren zunachst die Gleichung fiir die Entropie als
Funktion von innerer Energie U (gleich Energie E), Volumen und Teilchenzahl

S(U,V,N) (die wir in Teilaufgabe (c) gefunden haben), um die innere Energie
U(S,V,N) zu finden:

3h2 N3N 3
4rmV'2/3

. Damit kénnen wir die Temperatur 7'(S, V, N) und den Druck P(S,V, N) bestim-
men:

U(S,V.N) =

(62)

OU(S,V,N) _ h2N23ewny 3

T(S,V,N) = =
(S, V,N) 55 GET—eTER (63)
25 5
OU(S,V,N)  hiN®/3e3pN "3
P(S,V,N)=— — = 4
(S, V. N) ov 2rmV5/3 (64)
Durch Invertieren von T'(S,V, N) ergibt sich die Entropie S(T,V, N):
1 2N2/3
T,V,N)=——kgN (3log [ ———— ) —
S(T,V,N) = —5ks <3 og (27rkBmTv2 /3) 5) (65)
und durch Einsetzen von S(7,V, N) in P(S,V, N) schlielich P(T,V, N):
kgNT
P(T,V.N) = P(S(I,V.N),V.N) = =2~ (66)

Bestimmen Sie die innere Energie als Funktion von Temperatur, Volumen und
Teilchenzahl.

Losung: Wir nutzen die Ergebnisse aus der vorangegangen Teilaufgabe:

NT
U(T.V.N) = U(S(T. V. N), v, N) = 228 (67)




