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1. Vielteilchen-Quantenzustéinde (10 + 10 + 10 = 30 Punkte)

Betrachten Sie ein System in dem die (normierten) Einteilchenzustéinde ¢,(r) bekannt
sind, wobei r die Ortskoordinate notiert.

(a) Das System enthalte drei identische, spinlose Bosonen in den Zustédnden Aj, Ag,
As. Driicken Sie die normierte Dreiteilchen-Wellenfunktion 1y, x, x, (11, T2, r3) durch
die Einteilchenzusténde aus. Achtung: A\, As, A3 sind nicht notwendigerweise unter-
schiedlich. Unterscheiden Sie alle moglichen Félle.

(b) Nehmen Sie jetzt an, dass es nur eine rdumliche Einteilchenwellenfunktion ¢(r)
gibt, das System aber mit drei S = 2 (.S ist Spin) Bosonen besetzt ist. Wie viele un-
abhéngige Einteilchenzustédnde gibt es? Wie viele unabhéngige Dreiteilchenzusténde
gibt es in dem System? Erklaren Sie.
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(¢) Wie viele Spin-§ oder Spin—§ Fermionen kann man mit einer Ortswellenfunktion

¢(r) unterbringen? Schreiben Sie die Slater-Determinante fiir den zweiten Fall auf.
Nennen Sie den Normierungsfaktor explizit.

2. Green’sche Funktion wechselwirkungsfreier Fermionen bei endlicher Tem-
peratur
(54 1045+ 10+ 10 + 10 = 40 Punkte +10 Bonuspunkte)

Wir betrachten ein System von nichtwechselwirkenden Fermionen mit Hamilton-Operator
(Operatoren sind mit Hut notiert)

H=> &obl 00 (1)
k,o

A~

¢(t),é'(t) sind Vernichtungs- und Erzeugungsoperatoren. Wir wollen die Green’sche
Funktion

G (1,13 0) 1= —i / At = 1) (i 005, (1) 2)

=: /d(t — 1) G (r, 0,81 0 1) (3)

bestimmen. Hierbei notieren die eckigen Klammern den thermischen Erwartungswert im
groBkanonischen Ensemble. () und ¢f(¢) sind die Feldoperatoren (wie in der Vorlesung

eingefiihrt) im Heisenbergbild. Die Definition der zeitunabhéngigen Feldoperatoren ist
wie in der Vorlesung

n 1 ikr A
Uy (r) = 7 Xk:e Cro- (4)
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(a) Driicken Sie G(r,0,t;r',0',t") durch

Gk, 0,1;K, 0", 1) i= —i (b (t)e o (1) (5)

aus.

(b) Losen Sie die Bewegungsgleichung fiir die Operatoren éLo, Ck,»—finden Sie also die
Funktionen fy ,.k»(t) so dass

é;rc,o (t) = Z fk’,o“;k,a (t)élt/ﬁ/ (6)
k’,o’

und entsprechend fiir den Vernichtungsoperator.
(¢) Bringen Sie G(k,0,t; k', o', ') auf die Form
Gk, 0,t: K, 0" 1) = geoac.or (b, ) - P (K, K) (7)
und bestimmen Sie g und h.

(d) Erkliren Sie, warum G(k, 0, t; k', o', ') = G(k,0,t — t')0y 1005, und bestimmen Sie

G(k,o,t —1t").
k2

(e) Finden Sie G, (r,r’;w) in drei rdumlichen Dimensionen mit &,y = Dy
m

(f) Bestimmen Sie die Bewegungsgleichung der retardierten Green’schen Funktion

G (0, 10, 1) o= —i0(t = ¢) ({do (e, 1), B0, ) ) (8)
indem Sie die zeitliche Ableitung i0;G bestimmen (wieder mit ¢ = k?/(2m)).
3. Bosonische Bogoliubov-Transformation (54 10 = 15 Punkte)

(a) |Wy) sei der Bogoliubov Grundzustand eines Bose-Einstein-Kondensates. Betrachten
Sie einen Zustand mit n Anregungen im Zustand q

(bd)"
Jn

wobei die Operatoren bL in Gleichung (2.101) des Skriptes definiert sind,

|¢) =

|\IJO> ) (9>

bp = Upap + vpaip (10)

(a und a' sind die freien bosonischen Vernichter und Erzeuger).
Rechnen Sie die erwartete Anzahl von freien Teilchen jeweils in den Zusténden q
und —q aus.

(b) In der Vorlesung wurde der Hamilton-Operator des wechselwirkenden Bose-Gases
diagonalisert, aber die Grundzustandswellenfunktion wurde nicht explizit beschrie-
ben. Es kann gezeigt werden dass diese die Form

Wo) = Cexp (JFOaI) +> fpai,a*_p> 0) (11)
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hat, wobei C' eine Normierungskonstante ist, Ny die Teilchenzahl im Kondensat,
und |0) das freie Vakuum: aq|0) = 0. Die gestrichene Summe notiert wie in der
Vorlesung, dass wir jedes (p, —p)-Paar nur einfach zéhlen.

Bestimmen Sie die Parameter f, indem Sie fordern, dass |¥,) das Vakuum des
wechselwirkenden Systems ist:

bp | Vo) =0, for p#0 (12)

Hinweis: Sie kinnen z.B. die Baker-Campbell-Hausdorff-Formel

PAc = A+[B A+ (BB AL+ B BB A+ (13)

verwenden. Alternativ kénne Sie auch die Exponentialfunktion als Reihe aussschrei-
ben und by durchkommautieren.

4. Gross-Pitaevskii-Gleichung fiir ein harmonisches Potential
(5410 + 5 = 15 Punkte +5 Bonus-Punkte)

Die Kondensat-Wellenfunktion eines wechselwirkenden Bose-Gases wird durch die Gross-
Pitaevskii-Gleichung beschrieben. Die zeitunabhéngige Version lautet
h2V?
2m

— b+ Uee(r) + U T (x)]?| ¥(r) = 0. (14)

Wir betrachten ein Bose-Gas in einem harmonischen Potential, Uy (r) = §mw2r2.

(a) Berechnen Sie dass Dichteprofil p(r) = |¥(r)|* im Thomas-Fermi-Limes, in dem
die Wechselwirkungsenergie U|¥(r)|? so groB ist, dass die kinetische Energie ver-
nachlédssigt werden kann. Finden Sie den Radius ausserhalb dessen die Wellenfunk-
tion verschwindet als Funktion des chemischen Potentials.

(b) Finden Sie die Energie pro Teilchen, indem Sie die Normierungsbedingung
No= [ drjup

. . . OE . .
nutzen und die thermodynamische Relation ¢ = —— integrieren.
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(c) Bestimmen Sie die Energiedichte des kinetischen Terms der Thomas-Fermi-Losung.
Was stellen Sie fest?



