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1. Eigenschaften des BCS-Grundzustandes (10 + 10 + 10 + 5 = 35 Punkte)
Der BCS Grundzustand
[ @pes) = [ [Cur + vnef 4ty ) [0) (1)
Kk

wurde in der Vorlesung (Gleichung (2.203)) eingefiihrt. Es gelte A = A* fiir die Ener-
gieliicke (siehe Vorlesung unter Gleichung (2.201)).

(a) Zeigen Sie, dass der Zustand normiert ist:
(Ppes|Pres) = 1 (2)

(b) Berechnen Sie Erwartungswert und Standardabweichung des Elektron-Zahloperators

N = Z CL,ock70 (3)
k,o

im BCS-Grundzustand.

Hinweis: Spalten Sie N in Ny = Z CLTCKT und Ny auf. Driicken Sie die Elektronen-
Kk
Erzeuger und Vernichter ¢!, ¢ durch die Bogoliubov-Operatoren b, b\ aus (wie wirken

diese auf den BCS-Grundzustand?).
{

(c) Wir definieren den Erzeugungsoperator eines Cooper-Paares als Bl = CL’chky e

Berechnen Sie den Erwartungswert (BL) im BCS-Grundzustand. Zeigen Sie, dass
<B1T{> als Funktion von £k ein Maximum beim Fermi-Impuls hat (nehmen Sie hierbei
der Einfachheit halber eine impulsunabhéngige Gap A an).

(d) Berechnen Sie die Kommutatoren [By, By,], [Bx, Biw] und [B], Bl,] und deren Er-
wartungswerte im BCS-Grundzustand. Beantworten Sie anhand ihrer Ergebnisse,
ob Cooper-Paare Bosonen sind.

Die Relationen
[(lb, C] = CL{b, C} - {a7 C}b7 [Gb, C] = CL[b, C] + [CL, C]ba (4>
mit beliebigen Operatoren a, b und ¢ konnen hilfreich sein.

2. Meissner effect (104104 10 + 10 4 10 = 40 Punkte +10 Bonuspunkte)

In den Vorlesungen (Abschnitt 2.9.1) wurde gezeigt, dass das magnetische Feld B in
einem Supraleiter der Gleichung

VB = B/)\?, (5)
geniigt, wobei A\ die London-Eindringtiefe ist.
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Abbildung 1: a) Diinne supraleitende Platte (SC) in externen Magnetfeld. b) Querschnitt
eines Supraleiters (SC) mit Vortex (groBer weiler Kreis).

(a)

Betrachten Sie eine diinne supraleitende Platte mit Dicke 2L (vgl. Abb. [lh). Die
Oberflachen der Platte sind parallel zur y — z-Ebene. Ein magnetisches Feld mit
Starke By wird parallel zu den Plattenoberflichen in z-Richtung angelegt. Glei-
chung nutzend, zeigen Sie, dass das Feld in der Platte gegeben ist durch

_, cosh(z/A)
B.(z) = Bom- (6)

Ein magnetisches Feld kann einen Supraleiter auch durchdringen indem ein Vortex
gebildet wird—eine normalleitende Region, die von Meissner-Strémen umgeben ist.
In dieser Aufgabe wird ein magnetisches Feld in z-Richtung mit Stéarke By auf einen
Supraleiter angewendet. Wir beschreiben einen Vortex als zylindrische, normallei-
tende Region mit Radius &, wobei

e Das Feld fiir r < £ gegeben ist durch B,(r) = By.

e Das Feld in der supraleitenden Region r > £ durch Gl. beschrieben wird.
Siehe dazu Abb. [Ib. Das Feld ist stetig an der Grenze zwischen Supra- und Nor-
malleiter.

Nutzen Sie die Symmetrie des Problems um zu zeigen, dass das magnetische Feld
innerhalb des Supraleiters der Besselgleichung

1d dB, B,

- =2 7

rdr <T dr ) A2 (7)
genugt.

Fiir kleine r < X\ kann die rechte Seite der Besselgleichung durch 0 genéhert
werden. Zeigen Sie, dass diese Naherung zu

B.(r) =aln(r)+b (8)

fithrt, wobei a und b Konstanten sind, die Sie hier nicht bestimmen miissen.

Berechnen Sie mit Hilfe der Maxwellgleichungen den Strom, der aus dem Magnetfeld
aus Teilaufgabe (c) resultiert, und bestimmen Sie das entsprechende Vektorpoten-
tial. Driicken Sie die Konstante a aus Gleichung durch den Fluss & durch den
Zylinder aus.



(e) (Bonus) Losen Sie die Besselgleichung (7)) indem Sie fordern, dass das Feld im Li-
mit 7 — oo verschwindet und ausserdem die Randbedingung B, (§) = B, erfiillt. Sie
konnen die asymptotischen Entwicklungen [Abramowitz-Stegun (1972), Gleichun-
gen 9.2.1 and 9.2.2]:

2
Jy(z)%wlgcos(z—%—g), |arg z| < , 9)

2
Yy(z)%\/gsin<z—%—%>, |arg z| < . (10)

der Besselfunktionen nutzen. Diese Entwicklungen gelten fiir grofle |z|.

3. Kritisches Feld in der Ginzburg-Landau-Theorie (54 10 + 10 = 25 Punkte)
Wir betrachten einen Supraleiter im homogenen externen Feld H. Anhand des Ginzburg-
Landau-Freie-Energiedichte-Funktionals

B2 H-B

8T 47

Fu(T, H) = FS(T,0) + aly* + gw + ﬁ ' (—mv + 2—;A> w‘ +
(11)

(Gleichung (2.284) im Skript) soll die kritische Feldstérke H. gefunden werden. Dabei
gelten fiir den Supraleiter die gleichen Annahmen wie in Abschnitt 2.9.2 des Skriptes
(“Critical magnetic field”).

(a) Bestimmen Sie die Freie-Energie-Dichte im Normalzustand (“normal state”). Be-
schreiben Sie hierzu was mit den einzelnen Termen von Gleichung passiert.

(b) Bestimmen Sie die Freie-Energie-Dichte im supraleitenden Zustand, tief innerhalb
des Supraleiters.

(¢) Finden Sie das kritische Feld H.. Vergleichen Sie mit dem Ergebnis aus der BCS-
Theorie (Vorlesungsabschnitt 2.9.3).



