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1. Geburt und Tod (104 10+ 10+ 10 + 10 = 40 Punkte +10 Bonuspunkte)

Betrachten Sie ein System mit einer Population von n Bakterien. Nehmen Sie an, dass
die Wahrscheinlichkeit fiir Geburt und Tod einer Bakterie jeweils proportional zu n
ist. Das fithrt zu folgender Master-Gleichung, die auch in den Vorlesungen (Kapitel 3,
Abschnitt 3.1, Seite 6) besprochen wurde:

dp(n,t)

5 =n—=1)-Xpln—=1,)+(n+1)-pu-pn+1,t) — A+ pn)-n-p(n,t), (1)

wobei A bzw. 1 die Geburts- und Sterberate sind. p(n, t) ist die Wahrscheinlichkeit einer
Populationsgréfie von n zum Zeitpunkt .

Wir koénnen die Momente von p(n,t) mit Hilfe einer erzeugenden Funktion

o0

F(z,t) = Z 2"p(n,t). (2)

n=—oo

bestimmen (alternativ zur Definition der charakteristischen Funktion ¢(k,?) mit 2 <>
e % aus der Vorlesung), die wir im Folgenden berechnen.

Um eine negative Population zu verhindern, fordern wir p(n,t) = 0 wenn n < 0.

(a) Leiten Sie Relationen zwischen den Erwartungswerten (n(t)), (n*(t)) und der er-
zeugenden Funktion her.
Hinweis: Was ist fiir die gegebene erzeugende Funktion das Aquivalent zum in den
Vorlesungen besprochen Limit k — O (Seite 5 in Skript-Abschnitt 3.1)?

Losung: Durch ein- bzw. zweifaches Ableiten erhalten wir nach dem Limit z — 1

die gewiinschten Ausdriicke:

o0 [e.e]

(n(t)) = lim Z;F = Z np(n,t) = Zrzp (n,t), (3)

z—1 yA

n=—00 n=0

(2(0) — (o) = lim T = 3 (02— mp(n, 1) = 3 (n — mp(n. ). (4

n=—o00 n=0

( O*F OF
n2 i !
(n*(t)) = llg} 5.2 + llg% 5y (5)



(b) Leiten Sie, ausgehend von der Master-Gleichung, die folgende Differentialgleichung
fiir F* her:

oF oF
5 = =Dz —p) o (6)
Losung: Wir multiplizieren die Master-Gleichung mit 2" und summieren:
= ,0p(n,t) OF(z1t)
n:z_oo T T o @)
= > = [An = Dpln = 1,8) + pln+ Dpln+1,8) = A+ wmp(n.1)|.
(8)
Wir driicken die anderen Terme durch Ableitungen nach z aus:
- 0 — OF
n 2 n—1 2
n:z_:ooz (n—1)p(n—1,t) =z En;mz pn—1,t) ==z 5 (9)
- n 0 - n+1 oF
3 S Dol + 18 = 5 30 olnt 10 = (10)
und
—~ . 0 <= n OF
nzzooz np(n,t) = 25 n:ZOOZ p(n,t) = i (11)
Einfiigen gibt das gefragte Resultat:
OF(z,t) ) OF(z,t)
= (A —z(A 12
o = D=2 p) — (12)

v~

=(z-1)(Az—p)

(c) Mit der Methode der Charakteristiken kann man Gleichung () l6sen. Zeigen Sie
durch explizites Einsetzen, dass Funktionen der Form F(z,t) = f(x(z,t)) mit

z(z,t) = <A;j—:llt)e“—“>t) , (13)

die Gleichung l6sen.
Losung: Wir haben

Of (x) : Of (x) Ox(z,t) Az — 1)(i — \)etO—n)

o 5 e "(x) Py (14)
=:f'(z)
e — et —w)
e =W .
und da
Az —1) (= A)e!O=m =Dz —p) ()\()\ — ,u)et(k_“)) (16)

e B (1= A2)?

ist die Gleichung tatséchlich erfiillt.



(d)

Bestimmen Sie nun eine explizite Losung fiir F'(z,t), unter der Ausgangsbedingung
dass die Population zum Zeitpunkt ¢ = 0 m ist.

Losung: Die Anfangsbedingung ist
p(n,t =0) = 0pm. (17)

Daher finden haben wir eine Bedingung fiir die funktionale Form von f

F(z,t=0)= 2" (18)
)\(Z — 1) |
() L (19)
Wir benutzen eine Substitution:
AMz—1) A —up

u =

Az — 1 <:>Z—/\—u/\

Dann bekommen wir:

= (3=m) @1

damit haben wir eine Explizite Form fiir die Losung:

M)\)Szfl) e()\fu)t Y m
Fz,t) = | —=x (22)
AA}E;:;)G(A—u)t -\

B (u(z — 1)eX=mt — Xz + u)m ' (23)

Az —1)eX=mt — Az + 44

Berechnen Sie den Erwartungswert (n) und die Varianz (n?) —(n)? mit der expliziten
Losung aus Teilaufgabe d). Diskutieren Sie das Limit ¢ — oo.

Loésung: Benutzung der in Teilaufgabe a) hergeleiteten Ausdriicke fiir die Momente
gibt:

(n) = il_rg 2—5 = me 1t (24)
. OF
(n*) = lim 5.2 T, (25)
. O*F
%) — ()2 = tim &4 () — (my? (26)
= m—(i i— Z) (e(’\_”)t — 1) A=t (27)

Wir sehen, dass wenn A\ > p, (n) divergiert, und im Fall A < p geht (n) — 0.
Fiir A > p nimmt auch die Varianz unbeschréinkt zu; fiir A < p geht die Varianz
wieder nach null wenn alle Bakterien tot sind. Das unbeschriankte Wachstum der
Population wird in einer realistischen Bakterienpopulation z.B. durch begrenzte
Ressourcen verhindert, die in unserer Gleichung nicht beriicksichtigt wurden.



2. Zwei-Niveau-Atom (10 +10+5+ 154 54 5 = 35 Punkte + 15 Bonuspunkte)

Betrachten Sie ein Atom, dass sich in einem von zwei Zustdnden mit den Energien Ej,
E;5 (wobei Ey > Ej) befinden kann. Die Wahrscheinlichkeiten, das Atom zum Zeitpunkt
t in diesen Zusténden zu finden, werden als p;(t) bezeichnet (i € {1,2}; py+p2 = 1). Die
Wechselwirkung des Atoms mit einem elektromagnetischen Feld fithre zu Ubergéingen
zwischen den Zustédnden mit den zeitlich konstanten Raten vy, und v5_,1 > v19.

(a)

Geben Sie die Master-Gleichungen fiir die p; () an. Losen Sie die Master-Gleichungen
mit der Anfangsbedingung p;(t = 0) := po.
Losung: Die Mastergleichungen lauten

Op1(t

palf( ) - —Y1-52p1(t) + y2-1p2(1) (28)
Opa(t

20 api(t) oot (20)

Wenn wir die Bedingung p; + p» = 1 in der Form ps(t) = 1 — py(¢) in die erste
Gleichung einsetzen, erhalten wir

8pét(t) = —7-2p1(t) +72-1(1 = pa(t)) (30)
=p1(t) (=152 — Y21) +Y251- (31)

=1—

Diese Gleichung wird von dem Ansatz

pi(t) = Aexp(—t) + 7 (32)

gelost. Wir bestimmen A mit der Anfangsbedingung p;(t = 0) = po:

prt) = (p - ”’ijl) exp(—t) + 222 (33)

und mit po(t) = 1 — py(t) erhalten wir

pa(t) = (72;1 — p0> exp(—~t) + %;2 (34)

Betrachten Sie nun ein Ensemble aus N Atomen, die jeweils von diesen Master-
Gleichungen beschrieben werden. Driicken Sie eine effektive Temperatur 7T'(¢) des
Systems durch py(t) und Ey, By aus:

Bestimmen hierzu zunéchst die Entropie des Systems in Abhéngigkeit von N und
pa2; sowie den Erwartungswert der Gesamtenergie E in Abhéngigkeit von Ey, Fy, N
und ps. Definieren Sie dann die effektive Temperatur in Analogie zur thermodyna-
mischen Definition

0S(E)
0FE
und berechnen Sie diese mit Hilfe Threr Ausdriicke fir F(ps) und S(p2).

T ! = (35)



Losung: Die Entropie ist definiert als
S==Y pilog(p:) (36)

Wobei die Summe iiber alle Mikrozustédnde geht und p; die Wahrscheinlichkeit des
Mikrozustandes ¢ ist. In unserem System ist ein Mikrozustand dadurch beschrieben,
welche der Atome in welchem Zustand sind. Ein gegebener Mikrozustand mit NV,

(bestimmten) Atomen in Zustand 1 und entsprechend N — N; Atomen in Zustand
2 hat Wahrscheinlichkeit

Pnvi=p1'py (37)
Ny kann Werte zwischen 0 und N annehmen.

N
Da es ) verschiedene Mikrozusténde mit N; Atomen im Zustand 1 gibt, lautet

1
der Ausdruck fiir die Entropie

S ( . )PNI log(Px,) (38)
= 3 ()P [¥ilogtp) + (7 = V1) o) (39)
= N [p1log(p1) + log(p2) — p1log(pz)] (40)
= N [p1log(p1) + p2 log(p2)] (41)

Hierbei haben wir fiir das dritte Gleichzeichen verwendet, dass

S (Ve - ”

N1=0

N

N
> ()P = N ()
N1=0

N
(( N )PNl beschreibt eine Binomialverteilung.)
1

Wir berechnen auch noch den Erwartungswert der Gesamtenergie:

N

(E) = Z (Zj\\771>PNl (NLEy + (N — Ny)E>) (44)
= ]\;plEl + NEy — Np Es (45)
= N(p1Ey + p2Es) (46)

Also folgt fiir die effektive Temperatur

1, OS(E)  0S(p2) Opa(E) kg 1 —po(t)
T="35 = Op, OFE _Ez—Ellog( Pa(t) )

(47)



()

Was passiert im Fall v5_,; = 75 mit der Temperatur fiir t — 00?
Losung: In diesem Fall gilt

1
P2,P1 — 5 (48)
=T — 0. (49)

Die hohe Temperatur wird durch die vorgegebenen Raten verursacht.

Bisher haben wir die Raten v, und 75,7 als von einem externen Feld vorgege-
ben betrachtet. Jetzt wollen wir ein Ensemble der Atome betrachten, das sich im
thermischen Gleichgewicht mit einem quantisierten elektromagnetischen Feld mit
Temperatur T befindet. Finden Sie die Ubergangsraten als Funktion der Tempera-
tur fiir diesen Fall.

Der Hamilton-Operator eines Photons lautet

H hoton = h/dw' w'(aL,aw/ +1/2) (50)

wobel a, / aL, ein Photon mit Energie hw’ vernichten / erzeugen. Die Kopplung
zwischen Photon und Atom wird durch den Hamilton-Operator

thotonfatom = /dw/ (bCLL/ + bTGu’) (51)
beschrieben, wobei die Operatoren b und b' den Zustand des Atoms senken / he-
ben. Nehmen Sie an, dass die thermischen Eigenschaften des Strahlungsfeldes un-
abhéingig von den Atomen sind.

Hinweis: Uberlegen Sie sich, wie Anfangs- und Endzustand der relevanten Uberginge
aussehen miissen. Die Ubergangsraten sind proportional zu den thermische Mitteln
des Matrizelement-Betragsquadrats der Kopplung mit diesen Zustinden.

Losung: Anfangs- und Endzustand des Atomes kénnen jeweils einer der beiden
Atom-Zusténde sein. Jenachdem geht das Atom dann in den héher oder niedriger
angeregten Zustand iiber. Ein solcher Ubergang wird jetzt durch einen gleichzeitigen
entsprechenden Ubergang im elektromagnetischen Feld erméglicht. Wir haben also
als mogliche Ubergiinge

i) == [1) @ [nw) = [2) @ [y — 1) =: [ f1) (52)

li2) := [2) @ [nw) = [1) @ |ne, + 1) = [f2) (53)

Wobei |i) ,i € {1,2} die Zusténde des Atoms sind, und |n,) die Anzahl von Pho-

tonen im Zustand mit Energie hw := FE, — E;. Fiir die Matrix-Elemente dieser
Zustédnde mit dem Hamilton-Operator gilt

| (i1] Hpnoton—atom | f1) I* = | (1]0]2) (o] al [n, — 1) |7 = [ (1] b]2) e, (54)

| (i2] Hphoton—atom | f2) I = | (210" [1) (nw| aw, In + 1) |2 = [ (1]5]2) [*(n + 1) (55)

Jetzt miissen wir noch das thermische Mittel der Ergebnisse bilden. Da Photonen
Bosonen sind, ist das Mittel der Besetzungszahl durch die Bose-Funktion gegeben.
Wir finden

Y2 = ng(hw) (56)
Yo1 = r + F’I’LB(M)/ (57)

wobei [' ein von der Temperatur unabhéngiger Faktor ist.
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(e) Betrachten Sie nun die Ubergangsy_aten, die in der vorherigen Teilaufgabe hergeleitet
wurden. Laut Vorlesung erfiillen Ubergangsraten W, _,,,, W,,_.,» die Bedingung des
detaillierten Gleichgewichts (Skript, Abschnitt 3.1, Seite 7), wenn gilt

Waoo _ o (- El0) = Bl

Zeigen Sie, dass die gegebenen Raten die Bedingung des detaillierten Gleichgewichts
erfiillen und finden Sie pq, po fiir ¢t — oo.

Losung: Detailliertes Gleichgewicht:

VYi—2 nB(hw)

= = exp(—fhw) = exp(—p(Fy — Ey)). 59
T ot — exp(—ph) = exp(~A(Ex - 1) (59
p1, peo fiir t — oo:
1+ np(hw) 1
/ — 60
o=y 2ng(hw) 14 exp(—Bhw) (60)
1
Do=1l—-p = ——— 61
D2 b1 1+ exp(fhw) (61)

(f) Zeigen Sie, dass die in Teilaufgabe b) bestimmte effektive Temperatur (basierend
auf den erwarteten Besetzungen der Atom-Zustéinde) im Gleichgewichtsfall aus Tei-
laufgabe d) und e) der tatséchlichen Temperatur entspricht.

Losung: Wir verwenden den Zusammenhang aus Teilaufgabe b) und setzen den
Ausdruck fiir p, aus Aufgabe e) ein:

- kg L —po
T = 1 2
Ey — Ey og< D2 > (62)
kg 1 + exp(Bhw)
E1 — E2 Og(l + eXp(—ﬁhW) (63)
hw 1 + exp(Shw)
= 4
TP <kBT> 1 + exp(—fhw) v (64)

Also entspricht die Temperaturdefinition aus Aufgabe b) im thermischen Gleichge-
wicht der tatsdchlichen Temperatur.
3. Fokker-Planck-Gleichung (54 5+ 10+ 10 = 25 Punkte +5 Bonuspunkte)

Betrachten Sie ein Teilchen auf einem eindimensionalen Gitter mit Gitterkonstante a,
dessen Aufenthaltswahrscheinlichkeit durch die Verteilung p;(t,,) beschrieben wird. Hier-
bei nummeriert @ € [1, L] die Gitterplitze, und t,, = nAt mit n = 0,1, 2, ... beschreibt
diskrete Zeitschritte. Die Zeitentwicklung von p;(,) wird beschrieben durch die Matrix
M, so dass

pi(t + At) = Z M; jp;(t). (65)

Die Komponenten der Matrix sind gegeben durch

M; ; = 6; ;pi + 0iy1,jPiv1/2 + 0i—1,jPi—1/2 (66)



mit p; € [0,1). Dabei betrachten wir periodische Randbedingungen, es gilt also i = 0 —
i=Lundi=L+1—i=1. EsgelteZpi(O):l.

In dieser Aufgabe untersuchen wir die Fokker-Planck Gleichung zu diesem System. Wir
nehmen dazu an, dass sich die Wahrscheinlichkeit p; nur langsam von Gitterplatz zu
Gitterplatz &ndert, so dass wir im Limit @ — 0 eine glatte Funktion p(z) =: py/a

definieren konnen.

(a) Die Warscheinlichkeit, das Teilchen irgendwo auf dem Gitter zu finden, soll zeitun-
abhéngig sein. Leiten Sie eine entsprechende Bedingung fiir die Matrix M her, und
zeigen Sie dass die gegebene Matrix diese Bedingung erfiillt.

Loésung:

Es folgt

S ot + A =1 (68)
=N Mipi(t) =1 (69)

=Y (Z Mm) pilt) =1 (70)

S My =1 (71)

Wir iiberpriifen das fiir die gegebene Matrix:

(b) Zeigen Sie, dass die

> M =p;+2p;/2=1v (72)

Driftgeschwindigkeit (siehe Vorlesung, Abschnitt 3.2, Seite 10)

0 ist und erkldren Sie dieses Ergebnis physikalisch.

Losung: Mit der Definition aus der Vorlesung:

oDz =a-it)

. 1
= Jim (Xt A1) = X () (xgma (73)

) a
/ pj(t)=0i,;

. a )
— lim N zk: k(My; — 0r) (75)

At—0

:Alt(pz-.a.7:+(1—pi)/2(a(i+1)+a(i_1))_(H.) (76)

—0. (77)

Das war zu erwarten, da es in diesem System keine Vorzugsrichtung gibt: Fiir jeden
Gitterplatz sind Ubergéange nach rechts und links gleich wahrscheinlich.



()

Leiten Sie die Diffusionsmatrix des Systems her.

Losung:
0@ (s =a-it)= it (Xt + A1) = XOP)] g (78)
:Z_t(lfzp"(lﬂ)) (79)
S 0

Hier haben wir verwendet, dass X (t+ At) nur drei mogliche Werte annehmen kann,
nachdem X () = a-i initialisiert wurde: Mit Wahrscheinlichkeit p; ist X (t+At) = a-i
und jeweils mit Wahrscheinlichkeit p; a(i — 1) oder a(i + 1). Der Mittelwert kann
daher gebildet werden als

o (plai—a-? 1 (a4 1- )+ (@ (11— D))
(81)

a?(z=ua-it)=

Betrachten Sie nun die resultierende Fokker-Planck-Gleichung. Finden Sie die sta-
tiondre Losung und interpretieren Sie diese physikalisch.

Losung: Die Fokker-Planck-Gleichung des Systems lautet
ap(x,t) o 1 82 (2)
oW = 0 und aP(z,t) = a@(z) = a*(1 — p(x))/At haben wir in der letzten
Teilaufgabe gefunden.
Stationdre Losung bedeutet, dass

Ip(x,t)
5 0. (83)
Wir haben also
& @
72 (x)ps(z) =0 (84)
= %a@) (x)ps(z) = konst (85)
= oW (x)ps(x) =cx +b (86)
Periodische Randbedingung:
!
ps(x =a) = ps(x=L-a) (87)
= ca+b=cal +b (88)
Also muss ¢ = 0 sein. Die Losung ist daher
o (z)ps(z) = konst (89)
1 At

a®(z)  a*(1—p(x))
Im stationdren Fall ist die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen auf einem bestimmten

Platz zu finden also gréfer, je geringer die Wahrscheinlichkeit ist, diesen Gitterplatz
zu verlassen, nachdem er aufgesucht wurde.
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4. Bonusaufgabe: Boltzmann-Gleichung fiir Bosonen
(104 545+ 15 + 15 = 50 Bonus-Punkte)

In dieser Aufgabe untersuchen wir die Entropieproduktion

ds

Q= ar (91)

mit der Boltzmanngleichung fiir ein System aus Bosonen—iéhnlich wie im Skript (Ka-
pitel 3, Abschnitt 3.4, Seite 21) die Entropieproduktion fiir ein fermionisches System
untersucht wurde. Hierfiir miissen wir zunéchst die Entropie S(¢) in einem bosonischen
System (das sich nicht unbedingt im Gleichgewicht befindet) durch die Verteilungs-
funktion f (/;, 7, t) ausdriicken. (Siehe Vorlesung fiir den entsprechenden Ausdruck fiir
Fermionen.) Danach zeigen wir, dass auch fiir Bosonen ¢ > 0 gilt; und letztendlich
betrachten wir den Fall Q) = 0.

(a) Wir definieren die Entropie im Nichtgleichgewicht (in Analogie zur mikrokanoni-
schen Definition) als

wobei N die Anzahl der dem System zur Verfiigung stehenden Mikrozustéinde ist.
Nun teilen wir die Einteilchenzustédnde des Systems in Gruppen ein, wobei sich in
der j-ten Gruppe v; > 1 Einteilchenzusténde befinden, die durch N; > 1 Teilchen
besetzt werden. Die Anzahl an Mikrozusténden innerhalb einer Gruppe N; ist dabei
durch die Anzahl an Moglichkeiten gegeben, die Teilchen der Gruppe iiber ihre
Einteilchenzusténde zu verteilen. Nehmen Sie an, dass die Gruppen voneinander
unabéngig sind und driicken Sie S durch n; := N, /v; und v; aus. Zeigen Sie, dass
die Entropie fiir v; > 1, N; > 1 durch

S =—kp Z vj[njIn(n;) — (1 + n;) In(1 + n;)] (93)

gegeben ist. Hinweis: Fir die Kombinatorik ist dieser Wikipedia-Artikel niitzlich.
Losung: Da die Gruppen unabhéngig voneinander sind, gilt

N =TI~ (94)
= 5= k,"B Zln(/\fj). (95)

Die Anzahl der in Gruppe j zur Verfiigung stehenden Mikrozustéinde entspricht
der Anzahl an Moglichkeiten, N; Bosonen tiber v; Zustdnde zu verteilen. Da sich
beliebig viele Bosonen im gleichen Einteilchenzustand befinden koénnen, entspricht
das dem kombinatorischen Problem, N, identische Bélle auf v; Boxen zu verteilen:

(v +N; = 1)!

Ny = Nil(y; = 1)1

(96)

(cf. https://en.wikipedia.org/wiki/Stars_and_bars_(combinatorics)|). Wir
nutzen die Stirling-Ndherung und finden

S = —kg Z vj[n;In(n;) — (1 +n;) In(1 + ny)]. (97)

J
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(b)

Im quasiklassischen Fall, fiir den die Boltzmann-Gleichung gilt, identifizieren wir
die Zustandsgruppen mit den Phasenraumvolumenelementen

>y / —d(;d)f (98)
n; — f(k,7t). (99)

Nutzen Sie den Ausdruck aus der vorherigen Teilaufgabe, um damit die Entropie
durch f(k, 7, t) auszudriicken.

Losung:

50 = —ko [ SE [EROM(5ER0) - 0+ 5 E R O)(1+ 5 t())} |
100

Nutzen Sie die Boltzmann-Gleichung, um pr durch I[f] und f auszudriicken.

Lésung:
0- di(ft) (101)
e
[ e

Fiir ein fermionisches System gilt laut Vorlesung ) > 0. Zeigen Sie, dass das auch
fiir Bosonen gilt.
Das Stofintegral ist im bosonischen Fall gegeben durch

== [ s s e Wit o1+ ) 1+ i) = furfn (14 )1+ fe)

(2m)3 (2m)3 (2)
(104)

(fx=f (E), alle 7-Argumente identisch). Fiir das Wechselwirkungspotential gelte
Wk/.k/_)k.//k/// — Wkl/k.///_)k.k/ — Wkk/_)k///k//’ W > O. (105)

Losung: Wir haben

B B B3k f(k, 71
Q = kp / (27T>3 In ( 1+ f(l; ’f‘: f)) Wkk’ak”k/”A (106)
A= [fifw X+ o)X+ fror) = frr for (L + fi) (1 + fir)] (107)
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Wie in der Vorlesung vertauschen wir die Integrationsvariablen. Die folgenden Ver-
tauschungen lassen A unveréndert (bzw. geben einen Vorfaktor —1):

ko ks A= [fifu(l+ fu)(L+ for) = fofor(L+ f)(L+ fir)]  (108)

< o fe(U 4 for) (X + for) = forfror (L4 fir) 1+ fr)] = A
(109)
K o KR A —A (110)
B o B A— —A (111)

Wenn wir all diese Substitutionen im Integral durchfiihren und die Ergebnisse auf-
summieren erhalten wir die folgende Logarithmus-Terme (wihrend der restliche
Integrand unveréandert bleibt):

Ir Jw Jur Jrm
1n(1+fk) +ln<—1+fk/) —1n<—1+fk”) —ln<1+fkm) (112)

T Tefw (14 fer)(1 +fk,,,))
- ((1 + fr) (14 fur) frn from (113)
- (114)

W ist immer positiv.

Jetzt kénnen wir wie im Skript eine Fallunterscheidung durchfiihren:
A>0 fufw(L+ fi)X+ fur) > for for(L+ fr) A+ fo) & B>0  (115)

Analog gilt B < 0 < A < 0. Also gilt immer AB > 0 und daher @) > 0, wobei der
Fall @ = 0 erreicht wird, wenn das Stoffintegral verschwindet.

Nehmen Sie an, dass das Stoflintegral Energie und Teilchenzahl erhélt. Fordern Sie
@ = 0 und nutzen Sie Energie- und Teilchenzahlerhaltung wéhrend der Stoiprozes-
se, um eine Form von f(k,7,t) herzuleiten, die zu minimaler Entropieproduktion
@ = 0 korrespondiert.

Hinweis: Das Stoffintegral vermittelt zwischen Zustinden mit verschiedenem k.U berlegen

Sie sich, welche Bedingungen Energie- und Teilchenzahlerhaltung fiir das Stoffinte-
gral implizieren.

Losung: Teilchenzahlerhaltung:
/d%[[f}(/;‘) — 0 (116)
Analog die Energieerhaltung:
/d%g(é)f[f](/%’) 0 (117)

Wir sehen anhand von Gleichung ([103)): Diese beiden Bedingungen garantieren () =
0, wenn

In (M> — c(F)a(F) + b(@) (118)



Wobei a(Z) und b(¥) beliebige ortsabhéingige Funktionen sind. Wir finden

f(k 7 1) U
f—/;F) = exp (6(1{:)(1(1’) + b(m)) (119)
= f(k,7t) = exp( - ) (120)
1—exp(€(k) () + z)
- ! (121)
exp( (B)a(Z) — b(f)) 1
Mit der Umbenennung b(Z) := u(Z)5(Z), a(¥) := —p(Z) finden wir die vertraute
Form
L 1
f(k,7t) = . (122)

Bitte denken Sie daran, sich im Campus-System zur Klausur und zur Vorleis-
tung anzumelden!
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