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2 Greensche Funktion und Bornsche Reihe

Generel, es ist sehr schwerig Streuamplituden und Wirkungsquerschnitte well

da brauchen wir die Schrodinger Gleichung zu 16sen. Eine Moglichkeit das zu

tun ergibt sich durch die Verwendung von Stérungstheorie. Um die Stérungstheorie
systematisch zu entwickeln, brauchen wir einen Parameter der klein ist. In
unserem Fall wollen wir das Potential V/(r) als “klein” betrachten. Was das
genau bedeutet, werden wir spater definieren.

Die Schrodingergleichung lautet
p?

Hy = Ev, H=Ho+V(r), Ho=7—. (2.1)

Wir fiihren die Greensche Funktion durch die Operatorgleichung

(Ho— E)Geg =1, (2.2)
ein. In Ortsdarstellung lautet diese Gleichung
h25? .
_ _ 7 —5C(r_7#
[ 5 E| Ge(r, )y =06%(r—T1). (2.3)

Falls wir die Greensche Funktion kennen, konnen wir die Schrodingergleichung
formal l16sen. Wir schreiben

Hy =Ep = (Ho— E)Y =V,

e E] WO = VD), 24
Dann
WO = ()~ [ 7 e V), (25)
wobei 9o(7) die Gleichung
(Ho — E)¥o =0, (2.6)

erfillt.
Wir berechnen jetzt die Greensche Funktion. Wir schreiben die Greensche
Funktion und die §-Funktion in Gl. (2.3) im Impulsraum und erhalten
-
2m d>/ 1 iT(F=7)

Ge(F )= 2 %

2.
m | erpr—k € (2.7)
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wobei k = V2mE /h ist.

Wir betrachten die Integration lber / und stellen fest dass das Integral
nicht existiert, weil auf der reellen Achse zwei Pole jeweils bei /| = +k liegen.
Um das Integral vollstandig zu definieren, miissen wir die Pole in die komplexe
Ebene verschieben

P —k*=(I—k)(I+ k)= (I —k£i0)(/+ k £i0). (2.8)

Der letzte Schritt zeigt, dass es mehrere (vier) Moglichkeiten gibt, um dies zu
erreichen. Um festzustellen, was wir aber genau machen miissen, untersuchen
wir, zu welchem Ergebnis die verschiedenen Maoglichkeiten fiihren. Wir fangen
an, indem wir Gl. (2.7) liber den Winkel von Vektor ['integrieren. Wir erhalten

_2m 12d/ 1 o o
r, _‘, iNF=r| _ —illF—7|
Gelr. 7) / (2m)2(12 — k2) il|F — 7| (e € ) : (2.9)

Der Integrand ist eine gerade Funktion von /; deswegen kdonnen wir die Inte-
gration auf die ganze reelle Achse erweitern

o 1 0
/d/—> 5/d/. (2.10)
0 —00

Nach der Erweiterung berechnen wir die Integrale liber /, indem wir die Inte-
grationskonturen in der komplexen Ebene entweder nach oben (falls wir e/
integrieren) oder nach unten (falls wir e=/'" integrieren) schlieBen. Falls die
Pole in GI. (??) so verschoben sind, dass sie immer zum Integral beitragen,
produzieren sie folgende Wellen

el I=k+i0— ", el = —k+i0— e,

—ilr ikr —ilr

) 2.11
e o l=k—i0—e ', e C = —k—i0— ek ( )

Weil wir fiir die Beschreibung der Streuung auslaufender Kugelwellen e’*"

brauchen, miissen wir k — k + i0 und —k — —k — /0 analytisch fortsetzen.

D.h.
1 1

. —. 2.12
—k2 (I—k—1i0)(I+ k+i0) ( )
Es ist einfach zu sehen, dass die obige Gleichung fiir kK > 0 zu
1 1
2.1
Pk Pk -0 (2.13)



aquivalent ist. Wir benutzen diesen Ausdruck, um die Greensche Funktion fiir
das Streuproblem aus Gl. (2.7) wie folgt zu schreiben

om [ &3 1 P
Ge(F.7F) = — _ /M=), 2.14
e(r.7) h2/(27r)3/2—/<2—/oe (2.14)
In dieser Form ist die Greensche Funktion, die wir fiir Streuprobleme verwen-
den sollen, vollstandig definiert.
Wir verwenden den Satz von Cauchy und erhalten

m elklF=7

CelhP) = Sre =)

(2.15)

als die Greensche Funktion.

Wir wollen jetzt dieses Ergebnis mit Gl. (2.5) kombinieren, um die Streuam-
plitude zu berechnen. Dazu brauchen wir die Greensche Funktion fiir r > r’.
Dann

—

Iz

rILrEO|F—F|zr—;~?, (2.16)
sodass
fim (7) = ek — ™ /d3f'e—"?/f* V(7) (F) (2.17)
r—co0 2mh? r '

wobei k' = k F/r ist. In Gl. (2.17) haben wir 1o(7) mit einlaufender Welle
e'*? identifiziert.

Wir vergleichen Gl. (2.17) mit der Asymptotik der Wellenfunktion in Stre-
uprozessen 9 (7) = €'k + £ (6)/r e'*" und erhalten

m
2mh?

F(0) = / dBre F 7 V(7)) Y(F). (2.18)
Dieser Ausdruck ist exakt, aber noch nicht praktisch, weil wir die exakte
Wellenfunktion ¢(7) brauchen um f(8) zu berechnen. Die gute Nachricht ist,
dass wir V/(F) auf der rechten Seite haben, sodass wir sehen dass f(6) ~ V
ist. Dann, falls V/(7) klein ist, konnen wir die Funktion 9 (7) und die Phase
f(0) in Storungstheorie berechnen.

Der erste Schritt in die Richtung von Stérungstheorie ist ¥ (7) auf der
rechten Seite in Gl. (2.18) mit einlaufender Welle e'** zu ersetzen. Der



Grund dafiir ist GI. (2.5); aus dieser Gleichung folgt dass ¥(F) ~ () ist
falls V/(F) klein ist. Dann ¢(F) = e’*" wobei k = k&, ist. Wir erhalten

_ M 3> —iGR\ /(=
fz(0) = o /d re 'V (r), (2.19)
wobel

g=K —k (2.20)

ist; der Streuwinkel 8 ist der Winkel zwischen k" und k.

Gleichung (2.19) nennt man die Streuamplitude in Bornscher Naherung.
Beachten Sie, dass die Streuamplitude in der Bornschen Naherung propor-
tional zur Fourierkomponente des Potentials ist; von daher kommt auch die
Moglichkeit das Potential aus der Messung der Streutamplitude zu bestim-
men.

Gleichung (2.19) ist der fiilhrende Term in der Entwicklung der Streuampli-
tude in Potenzen von V(7). Wir konnen aber auch die gesamte Storungsreihe
fir fg(0) konstruieren. Um das zu erreichen, schreiben wir die Losung der
Schrodingergleichung Gl. (2.5) in darstellung-unabhangiger Form

1

= — % 2.21
[9) = o) — 7—g V 1), (221)
Diese Gleichung kénnen wir formal fiir [) 16sen. Wir erhalten
1

= . 2.22
W)) 1+ H01_EVWJO> ( )

Dieser Ausdruck konnen wir systematisch in V' entwickeln. Wir erhalten

1 . | N 1 .

Wir schreiben diese Reihe in der Ortsdarstellung um. Wir brauchen dafiir die
Vollstandigkeitsbedingung

1= [ @i, (2.29)
und die folgende Matrixelemente
WO = (). (g ) = Ger.7). (VIP) = V(e — 7).
(2.25)



Wir erhalten dann

W(F) = Yol7) — / G (7. PV (7)o (7)
(2.26)
N / BPEFGL(F PV (F)Ge(F, PW (P Yo7 + ...

Wir wollen auf dieser Stelle diskutieren wann die Storungstheorie verwend-
bar ist. Die Voraussetzung der Verwendung der Storungstheorie ist klar — die
Korrekturen zur einlaufenden Welle sollen fiir alle 7 klein sein. D.h.

.
o / d*7 —|;/YF),| M e | < |eth?| (2.27)
Wir wollen wissen unter welcher Bedingugen obige Ungleichung gilt. De-
mentsprechend, sollen wir das Integral auf der linken Seite der Gl. (2.27)
abschatzen.

Wir stellen uns vor, dass V(F) ~ V6(r — a) (d.h. wir charakterisieren
das Potential mit dem gemittelten Wert und der Reichweite). Dann sind
|F— 7| ~a, d3r ~ 47ma® und |e*"| = 1. Wir bekommen dann

2

4rmVpa®  2ma v

onteaz " e Y BB, © (228)

wobei AE;, die Unscharfe der kinetischen Energie des Teilchens ist, welche
durch die Lokalisierung im Raumgebiet der GroBe a entstanden ist. Falls die
Unscharfe groBer als V' ist, kann man die Storungstheorie verwenden.

Die obige Einschatzung muss modifiziert werden, falls die Energie groB
wird. Aus Gl. (2.27) sehen wir dass fiir groBe k die Integration liber Z’ nur bis
1/k beitragt; fiir 2/ > 1/k mitteln sich die Oszillationen der e-Funktion e’**
in Gl. (2.27) zu Null. Um diese Begrenzung von z'-Integration in Betracht zu
nehmen, sollen wir die rechte Seite in GI.(2.28) mit 1/ka multiplizieren. Wir
erhalten dann

4rmVya® 2m32V 1 VvV
2mh?a?(ka)  h2ka ka AEn

<1, ka>1. (2.29)

Es folgt aus obige Gleichung dass bei groBere Energien die Verwendbarkeit
der Storungstheorie sich verbessert.



Wir gehen zuruck zu Bornscher Naherung und betrachten, als Beispiel, die
Streuung an zwei Streuzentren

V(F) = V% [6(F) — 8(F — 3] (2.30)

Das relative Vorzeichen entspricht die Situation, bei der ein Zentrum anziehend
und das andere Zentrum abstoBend ist. Um die Berechnungen einfacher zu
machen, nehmen wir an, dass J entlang der z-Achse gewabhlt ist, also parallel
zum einlaufenden Impuls k. Wir erhalten in der Bornschen Naherung

. m 3o iR\ (7
fs(0) = ST /d Fe "7V (F)

. my 32— iGF [§(7 o o MW —iqa
B 27rh2/d re7on or =)l = 272 (1=e77).

Der Wirkungsquerschnitt ist dann

do (mW\® _ L [d-a\ _ [(m%\® 0
= (W) sin (T =\ ) SN ka sin 5] (2.32)
Fir den letzten Schritt haben wir benutzt
S 6
G-a= (k' —k)-a= —ka(l —cosf) = -2 ka sin2§, (2.33)

wobei 6 der Streuwinkel ist.
Es ist interessant, verschiedene Grenzwerte des Wirkungsquerschnitts zu
untersuchen. Fir den Vorwartslimes 8 — 0, ist der Wirkungsquerschnitt sehr

klein d
g 4
~ 9% 2.34
dcos6 d (2.34)

Bel niedrigen Energien k — 0 ist der Wirkungsquerschnitt auch sehr klein

j—g ~ (ka)?. (2.35)

Bei groBen Energien ka > 1, hat der Wirkungsquerschnitt ein Interferenz-
muster — es gibt viele Maxima und Minima, z.B.
0 ™

do =0, =sin?==

5 Z—ka, n € N. (236)



