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8 Kontinuerliche Symmetrien in Feldtheorie

Symmetrien spielen in Physik eine wichtige Rolle weil sie uns erlauben die
“Bewegungsintegrale” identifizieren. “Bewegungsintegrale” sind dynamische
GroBe, die zeitunabhangig sind und, deswegen, sich nicht dndern. Viele Be-
wegungsintegrale sind aus klassischer Mechanik, Elektrodynamik und Quaten-
mechanik bekannt, zum Beispiel die Energie, die elektrische Ladung, der Im-
puls, der Bahndrehimpuls, der Drehimpuls u.s.w. In dieser Vorlesung wollen
wir diskutieren wie die Symmetrien in Feldtheorie erscheinen und wie sie be-
nutzt wurden.

Als erster Schritt errineren wir uns an der Tatsache dass Feldtheorie und
Mechanik eng verbunden sind. Wir versuchen dann die Diskussion von Sym-
metrien in Mechanik an der Feldtheorie zu ubertragen. In Mechanik, finden wir
die Bewegunsintegrale in dem wir nach Koordinatentransformationen suchen
welche die Form der Wirkung nicht andern (wir sagen dass die Wirkung in-
variant bleibt). In Feldtheorie, Felder spielen die Rolle der Koordinaten in
Mechanik so wir sollen nach der Transformationen von Felder suchen welche
die Form der Wirkung nicht andern.

Um diese Diskussion zu konkretisieren, betrachten wir die Feldtheorie des
skalares Felds welche mit der Wirkung

S= /d“xﬁ(qﬁ, 0,0), (8.1)
spezifiziert wurde, und machen eine Feldtransformation
d(x) = F($(x)), (8.2)

wobei f eine Funktion des neuen Felds dN> ist. Nach dieser Transformation,
erhalten wir

L(d(x), 6ud(x)) = L1((x), Bup(x)). (8.3)
Im allgemein, sind die Funktionen £ und £, zwei verschiedene Funktionen der
Felder. In diesem Fall, konnen wir £; benutzen um Bewegunsgleichungen fiir
& zu erhalten. Diese Gleichungen werden keinen offensichtlichen Zusammen-
hang mit Bewegungsgleichungen fiir ¢ haben. Dann, ist die Transformation
in Gl. (8.5) legitim aber nutzlos.

Allerdings, stellen wir uns vor dass es folgendes Verhaltnis zwischen £ und

£1 glbt

£1(§.8,8) = L($, 8,) + 0.K*(P). (8.4)
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Fir Bewegungsgleichungen, spielt der Term mit der Ableitung, BMK“(QS),
keine Rolle. Das heiBt dass die Bewegungsgleichungen fiir Felder ¢ and dN)
identisch sind. Die Feldtransofrmationen welche Gl. (8.4) erfiillen, nennen
wir die Symmetrien der gegebenen Feldtheorie.

Um zu sehen warum Gl. (8.4) wichtig ist. nehmen wir an dass in einer
Feldtheorie wurde die Transformation gefunden, welcher Gl. (8.4) erfiillt.
Wir betrachten dann die infinitesimale Version dieser Transformation und
schreiben

= o+ I+ ON). (8.5)
Der Parameter \ parametrisiert wie stark sich die Transformation von “In-
dentitat-Transformation” unterscheidet.

Wir setzen Gl. (8.5) in Lagrangedichte £ ein und entwickeln in A; wir
erhalten

L(¢,0u0) = L(d+ Ld, 0,0 + 0,00)

:ﬁ@i%@+k§£mﬁ+xaﬁ OH AP+ O(N?).

56 5[6+@)
Wir schreiben die Ableitung in drittem Term auf der rechten Seite um und
erhalten

E(d’ au¢) = E(d; au(i)

*4A$E%—@<a%%>th“&$%ﬁﬂ44%%) (8.7)

(8.6)

Der zweite Term auf der rechten Seite verschwindet falls ¢ die Bewegungsgle-
ichungen erfiillt. Dann, Gl. (8.4) zufolge, ist die Differenz zwischen L welche
mit ¢ and ¢ Felder berechnet wurde, gleich 6, K*. Wir erhalten dann

@K“:AW{ﬂZ%Aﬂ. (8.8)
Wir konnen diese Gleichung so schreiben
a4 =0, (8.9)
wobei der Strom J* lautet
S = %Ad) — K", (8.10)
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Gl. (8.9) nennen wir die Stromerhaltungsgleichung.

Der Zusammenhang zwischen die Symmetrie der Wirkung und die Existenz
des erhaltenden Stroms GIn. (8.9,8.10) ist die Kernaussage die so-genannten
Noether-Theorem. Der erhaltende Strom J* nennt man oft der Noether-
Strom.

Wir diskutieren ein paar Beispiele. Als erstens, betrachten wir die La-
grangedichte eines masselosen Felds

L= %@qﬁ ) (8.11)

In diesem Fall, andert die Transformation ¢ = qNS 4+ a, wo a eine Konstante
ist, die Lagrangedichte £ nicht. Es folgt dass K#* = 0 ist. Fiir infinitesimalte
Transformation, nehmen wir a = X; dann ist die Variation des Felds A¢ =1
und wir finden

JH = 0"¢. (8.12)

Die Erhaltung dieses Stroms
o,J* =0,0"¢ =0, (8.13)
ist offensichtlich weil Gl. (8.13) die Bewegungsgleichung fiir das Feld ¢ ist.

Fiir ein anderes Beispiel, betrachten wir die Theorie von zwei identischen
Felder welche mit einander wechselwirken. Die Lagrangedichte lautet
Oud1 O*d1  Our %Py m? (3 + $3)

L(¢1.$2) = > + > — 5 —V(¢7 +¢3), (8.14)

wobei V eine beliebige Funktion von ¢7 + ¢3 ist. Die freie (V = 0) Version
dieser Theorie haben wir in Vorlesung 6 diskutiert.

Die Lagrangedichte in Gl. (8.14) dndert sich nicht falls wir statt ¢; » Felder
<]31,2 benutzen, wobei

$1 = cosf ¢y +sinb ¢,

T N (8.15)
¢> = —sinb ¢ + cosb ¢».
Die infinitesimale (8 — 0) Version dieser Transformationen lautet
b1 =1 +0d2, o= — 661, (8.16)



sodass } 3
Apy = o, Apy = —¢1. (8.17)

wo wir 8 mit X\ identifiziert haben.
Die Lagrangedichte ist invariant; deswegen ist K* = 0. Es folgt dass der
erhaltende Strom lautet

M= Z 68“(1), = (6%¢1) o — (0" ¢2) ¢1. (8.18)

Es ist einfach die Erhaltung dieses Stroms mit Hilfe von Bewegunsgleichungen
Zu beweisen.

Es ist nutzlich die Theorie in Gl. (8.14) noch einmal zu diskutieren. Wie
in Vorlesung 6 gezeigt wurde, es ist moglich reelle Felder ¢;, mit komplexen
Felder zu ersetzen. Diese Felder nennen wir ¢ and ¢* und schreiben

¢1+ P2 ¢1 — ’¢2.

= Y= 8.19

¢ 7 ¢ 7 (8.19)

Wir schreiben die Lagrangedichte in Gl. (8.14) durch ¢ and ¢* um und erhalten
L = 8,$0"¢" — mPhd™ — V(26¢"). (8.20)

Die obige Lagrangedichte hangt nur von Produkt von ¢ und ¢* ab. Deswegen
andert sich die Lagrangedichte nicht falls wir die Phasen von ¢ und ¢* so
modifizieren

p=ep, ¢ =e"¢" (8.21)
Die infinitisemale Version dieser Transformation ist

Ap=ip, AP = —id". (8.22)
Mit Hilfe dieser Formeln, konnen wir den erhaltenden Strom schreiben

Ju = ¢ (8u9) — (8u0") ¢ (8.23)

Die Symmetrien der Lagrangedichte in Gl. ((8.14) welche wir gerade disku-
tiert haben, sind O(2) (falls wir mit reellen Felder arbeiten) oder U(1) (falls wir

4



mit komplexen Felder arbeiten). Die Namen O(2) and U(1) sind die iibliche
Namen fiir die einfachste kontinuerliche Symmetrie-Gruppen.

Wir konnen auch Feldtheorien konstruieren welche unter andere (kom-
plizierte) Symmetrietransformationen invariant sind, z.B. unter U(2). Die
Elemente die Gruppe U(2) konnen wir uns als z.B. eine Menge von 2 x 2
unitare Matrizen vorstellen welche in zwei-dimensionale Vektorraum mit kom-
plexe Vektoren (Spinoren) agieren. Nehmen wir zwei Vektoren aus diesem
Raum & und . Dann gilt

nt-&=mn-&, (8.24)

wobei &, = U€ und n; = Un, well UTU = 1 ist. Unser Ziel ist es, die
LLagrangedichte zu konstruieren welche tinter solche Transformation invariant
ist.

Das Feld soll ein komplexe zwei-komponentige Spinor-Feld sein,

_ 1 i+ i
=7 ( b3+ it >

Mit U(2)-Transformation, konnen wir dieses Feld in ein anderen Feld trans-
formieren

(8.25)

&, = Ud. (8.26)

Die Matrix U hier ist eine unitdre Matrize, UtU = 1. Die Lagrangedichte soll
nur von Skalarprodukt ®*® und dhnliche GroBen abhiangen. Dann schreiben
wir die Wirkung

S = /d4x (8,970 D — MPOTD — V(T D)), (8.27)

welche offensichtlich invariant ist. Die Wirkung S beschreibt eine ganze
Menge von Theorien weil die Funkton V' bielibig ist.
Jede unitare Matrix U konnen wir so schreiben

U=e>Us, (8.28)

wobeil a reel ist und
det U; = 1. (8.29)

Matematisch, sagen wir dass eine U(2)-Transformation als Produkt einer
U(1)-Transformation (e'®) und einer SU(2)-Transformation immer dargestellt
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werden kann. Infinitesimale U(1)-Transformationen haben ein Symmetrie-
Generator und infinitesimale SU(2)-Transformation drei. Das bedeutet dass
es vier unabhangige Symmetrie-Transformation und, dementsprechend, vier
Noether-Strome in dieser Theorie gibt. Um dass zu sehen, schreiben wir eine
infinitesimale transformation als

Url+ia+i0,T°, (8.30)

wobei generatoren SU(2)-Transformationen T2 als Pauli-Matrizen geschrieben
werded kann

o
a_ Oa
7= (8.31)
Dann gilt
AD = jad + i0,T . (8.32)
Fir Ad™ gilt dann
A® = —jqdt — jd+e,T? (8.33)

Mit Hilfe von diesen Formel und Noether-Theorem, berechnen wir vier
erhaltende Strome
J, = dTo*d — (8,010, U(1) — Strom,

8.34
J2 = 9,07 T — FT204d,  SU(2) — Strome. (8.34)

Als letzes Beispiel betrachten wir eine Koordinaten-Transformation

xt = xi + Xat, (8.35)

wobel a* x-unabhangige Viervektor und X\ ein Parameter sind.

Die Transformation in Gl. (8.35) ist, an sich, keine Feld-Transformation;
allerdings, es ist moglich sie auf dieser Weise zu interpretieren und Noether-
Theorem anzuwenden. Wir schreiben

P(x) = d(x1 + Aa) = d(x1). (8.36)
Es folgt ~ _
d(x) = Pp(x) — Xa*0,9(x), (8.37)
sodass
AP(x) = —a*d,¢. (8.38)
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Gl. (8.36) zufolge, gilt

L($(x), 0.0(x)) = L($(x1), Bud(x1)) (8.39)

Es ist wichtig zu verstehen dass aus Gl. (8.39) keine Aussage (ber die Invar-
lanz der Lagrangedichte gemacht werden kann weil die Lagrangendichten in
zwel unterschiedliche Raumzeit-Punkten vergliechen wurden. Fiir Noether-
Theorem sollen wir die an gleichem Punkt vergleichen. Well

L(x1) = L(x —Xa) = L(x) — Xa"0,.L, (8.40)

stellen wir fest dass
K= —a* L. (8.41)

Mit Hilfe von Gl. (8.10) und GlI. (8.38) konnen wir schlieBlich den erhaltenden
Strom erstellen 5e

w__ v U~ w
M= —a B+ AL (8.42)

Well a* beliebige Viervektor ist, fliihren wir ein rang-zwei Tensor TH#” ein um

die erhaltende GroBe vollstandig zu beschreiben. Der (symmetrische) Tensor

lautet
oL

60,0
Wir nennen T*” der Energie-Impuls-Tensor. Fiir Lagrangefunktionen mit
kanonischer kinetischer Energie-Term ist T#” symmetrisch. Das bedeutet
dass T*¥ zehn unabhangige Komponenten hat. Wichtige Komponenten sind
T9 - die Energie-Dichte und T% — die Impuls-Dichte. Die Erhaltungsgle-
ichung ist dann

TH 8¢ — g L. (8.43)

8, T = 0. (8.44)

Erhaltende Strome sind wichtig weil aus dieser Strome die Bewegunsinte-
grale folgen. Um das zu sehen, nehmen wir erhaltenden Strom J*, und fiihren
folgende GroBe ein

Qt) = /d%? SOt %). (8.45)



Diese GroBe nennt man die Ladung.! Wir wollen zeigen dass Q(t) zeit-
unabhéngig ist. Um das zu checken, berechnen wir die Ableitung von Q(t)
nach t und benutzen Gl. (8.9). Wir finden dann

dcj(tt) :/d3>? —ajoé’;'x)_ :-/d%?ﬁf:— 7{ d®S - J=0, (8.46)

|X|=o00

wobei wir die Annahme gemacht haben dass J(t, X) bei |X| = oo schnell
verschindet und wir das Integral bei |X| — oo vernachladssigt haben. Gl. (8.46)
bedeutet dass Q(t) zeit-unabhangig ist und sich nicht dndern kann.

Zum Beispiel, aus der Gleichung fiir den Energie-Impuls-Tensor

O T™ =0, (8.47)

folgt es dass
E= /d3>? T(t, %), (8.48)

zeit-unabhingig ist. Diese Grosse ist die gesamte Energie des Felds und 79
die Energiedichte ist.

Fir Wirkung Sp in Gl. (??) welche relativistische Fermionen beschreibt,
gibt es auch U(1) Symmetrie. In der Tat, es ist einfach zu sehen dass Sp
unter folgenen Transformationen

P — e, P — Pe 'Y, (8.49)
invariant bleibt. Der erhaltende Strom ist dann

JH = 2hyHap. (8.50)

!Die Ladung in diesem Fall muss nicht die elektrische Ladung sein.
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