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10 Nichtabelische Eichtheorien

In dieser Vorlesung, betrachten wir eine Theorie, welche zwei Fermionen gle-
icher Massen beschreibt. Die Lagrangedichte lautet

L = P,(i7,0* — m), + Pp(i7,0% — m),. (10.1)

Um diese Formel kompakter zu machen, schreiben wir zwei Fermion-Felder
als ein neues Feld ¥

V(x) = ( zbg% ) . (10.2)

Wir bemerken dass W(x) acht Komponenten hat, weil 1, , vier-komponentige
Spinoren sind. Dann schreiben wir

i, 0% — m 0

L =W(x) ( 0 0% — m ) V(x), (10.3)

wobel jeder Term in der Matrize in der obigen Formel eine 4 x 4 Matrize ist.
Um GI. (10.3) zu vereinfachen, schreiben wir sie als

L = V(x) (i7,0" — m) V(x). (10.4)
Die Lagrangedichte Gl. (10.3) ist unter U(2)-Transformationen invariant; wir
werden uns auf SU(2) Teil der U(2) Transformationen konzentrieren. Dann,
W(x) = Oy (x), (10.5)

wobei U eine x*- unabhangige SU(2) Matrize ist,
UtU=1, detU=1. (10.6)

Die Transformation in Gl. (10.5) bedeutet dass es egal sein soll ob wir in der
Lagrangedichte Gl. (10.1) 4, oder ihr lineare Kombinationen benutzen; die
Lagrangedichte sieht immer identisch aus.

Eine SU(2) Matrize U kdnnen wir so schreiben

3
i> aaTa
=1 ,

U=e (10.7)
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wobei a3 reele Parameter und 73,3 drei Generatoren der SU(2)-Algebra
sind. Diese Generatoren erfiillen Vertauschungsrelationen

[Ta,Tb] — /EabCTc, (108)

wobei €2P¢ der Levi-Civita tensor ist. In unserem Fall, konnen wir 72 durch
Pauli-Matrizen schreiben

T = —. (10.9)

Als nachster Schritt, wollen wir die Symmetrie-Transformation in GI. (10.5)
x-abhangig machen. Ahnlich zum U(1)-Fall, welches wir in vorheriger Vor-
lesung diskutiert haben, sollen wir dann ein Vektorfeld in der Lagrangedichte
einfiihren um die Anderungen in Lagrangedichte nach x-abhingigen Transfor-
mationen von V¥ zu kompensieren. Wir schreiben

Ly =V (x)(iv,D* — m)W(x), (10.10)

wobei
DH = o* — igs AH(x). (10.11)

und A* muss eine 2 x 2 Matrize sein.
Wir fordern dass die Lagrangedichte in Eq. (10.10) nach Transformationen
V(x) =U(x)Vi(x), A(x)— Ai(x), (10.12)

invariant bleibt
LIV, W, A = L[Wy, Wy, Ayl (10.13)

Dann finden wir dass um diese Gleichung zu erfiillen, soll das Feld /Z\“(X) sich
so transformieren

AR (x) = U(x) A%(x) UH(x) — gis(aMU)uﬁ (10.14)



Wie wir schon erwihnt haben, ist das Feld A*(x) eine 2 x 2 Matrize.
Wir zeigen jetz dass falls diese Matrize eine lineare Kombination von drei
T-Matrizen mit reelen Koeffizienten ist,?

Aux) =" As(oT, (10.15)

bleibt diese Eigenschaft nach Eichtransformation erhalten. Gl. (10.15) be-
deutet dass im Fall von SU(2)-Symmetrie, gibt es dre/ unabhdngige Af-
Felder. Fiir eine SU(N) Eichtheorie, ist diese Zahl N? — 1.

Um die obige Aussage zu beweisen, betrachten wir zuerst infinitesimale
Eichtransformationen

3
U)~ 140> ()T (10.16)
a=1
Mit Hilfe von Gl. (10.14) finden wir
3 e
Aum Ay =i e[ A] - - > (Bue) T + O(e2). (10.17)
a=1 S a=1

Dann, well

[72,7°] = if*bere, (10.18)
kommen wir zum SchluB dass — falls ursprungliches Feld A* zur Lie-Algebra
gehorte — gehort A7 auch zur Lie-Algebra. Obwohl wir nur infinitesimale
Transformationen untersucht haben, es ist einfach den obigen Beweis auf be-
liebige SU(2)-Transformationen erweitern. Es folgt dass Gl. (10.15) immer
gultig ist.

Um komplette Theorie aufzustellen, brauchen wir kinetischen Term fiir
das Feld A7. Dieser Term muss invariant unter SU(2) Eichtransformationen
sein. In dem abelischen Fall haben wir gesehen dass wir kinetischen Term aus
Feld-Tensor F,, konstruieren kann und dass F,, als Kommutator von zwei
kovarianten Ableitungen schreiben kann F,, ~ [D,, D,]. Das Gleiche kénnen
wir im nichtabelischen Fall auch tun. Wir schreiben dann

£., = —[D,. D). (10.19)
9gs

LWir sagen dann dass das Feld A* zur SU(2) Lie-Algebra gehort.
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Aus den Ausdruck fiir D, in GI. (10.11) folgt
Fu, =08,A, —8,A, —igs|AL A). (10.20)
Dann, mit Hilfe von GI. (10.15) finden wir
(AL A =i e AIAPTS, (10.21)
sodass I:_W = ’T'aF;E,i) wobei
F2, = 0,A] — B,A + gse™ AL A, (10.22)
Wir schreiben den kinetischen Term als
Liin = —%Tr [Fu, F*]. (10.23)

Der Vorfaktor haben wir so gewahlt dass in dem g — 0 Limit erhalten wir
aus Gl. (10.23) drei abelische kinetische Terme fiir Felder A3 2

Um die Eichinvarianz der Lagrangedichte Ly, zu beweisen, brauchen wir
die Transformationsregelen fiir F,, und die kovariante Ableitung. Wir fangen
mit der Ableitung an und schreiben

~

D, =0, — igsA, =8, — igs (UALMU”L _ gi(a“U)w)
S

(10.24)
= U (8, — igsA; ) UT = UD; ,U*.
Es folgt dass fiir den Feld-Tensor F,, folgende Formel gilt
Fu — UF,UT. (10.25)

Mit Hilfe dieser Formel ist es einfach die Invarianz kinetisches Terms L,;, zu
beweisen. Fiir den Beweis, sollen wir nur UTU = 1 und die Invarianz der Spur
unter zyklischen Vertauschungen benutzen.

Es ist interessant darauf hinzuweisen dass L, alleine sehr komplizierte
Theorie definiert. Um dass zu sehen, stellen wir die Bewegunsgleichungen fiir
Felder in dieser Theorie auf. Wir erhalten

GuFa,uu o gseachb,W/AZ =0. (1026)

2Die Gultigkeit dieser Aussage braucht folgende Normierung der Generatoren Tr[T271"] =
1/26%.



Diese Gleichung konnen wir dann als Kommutator die kovariante Ableitung
und den Feld-Tensor schreiben

[D,, F*] = 0. (10.27)
Weil
Fe ~ [D*, DY] (10.28)

ist, konnen wir zusatzliche “Maxwellische Gleichungen” sofort konstruieren
[D%, F¥] + [D¥, F**] + DY, F**] = 0. (10.29)

well diese Gleichungen aus der Definition von F*¥ folgen.

Aus Gl. (10.26) folgt es dass nichabelische Gleichungen nicht linear sind.
Um der Unterschied zu Elektrodynamik besser zu sehen, versuchen wir die
Ebenewellen Losungen zu konstruieren. Es ist einfach zu sehen dass falls das
Vektorpotential nur eine SU(2)-Komponente hat, z.b.

Al (x) = 67 f,(x) (10.30)
dann gilt ) 3
[Dy, F*] — 0,F*",  FL, = 0,f, — 0,uf,, (10.31)

weil alle SU(2)= Kommutatoren verschwinden. Allerdings, es ist auch klar
dass, im Allgemeinen, Funktionen mit komplizierter Abhangigkeit von SU(2)-
Indizen keine gultige Losungen der Wellengleichungen sind, weil der nicht-
lineare Term

[FH, A)] ~ TP F@R AD, (10.32)

nicht verschwindet.

Wir sollen dann nach die Losungen suchen welche einerseits Ebenewellen
sind, und, andererseits der Term in Gl. (10.32) verschwinden lassen. Um
solche Losungen zu konstruieren, betrachten wir eine Welle welche sich in
z-Richtung ausbreitet. Wir wahlen die Lorentz-Eichung aus. Dann gilt

O,ATH = 0. (10.33)
Um diese Gleichung zu erfiillen, schreiben wir

A0 = W@ (x y 7z —t), A =WO(x y z—1t),

10.34
APX = ATV = (. (10-34)



Die Funktionen W@ schreiben wir als
W@ = xf@(z —t) +yg@(z - t). (10.35)
Wir berechnen dann den Feld-Tensor
Fo0% = §A* 4 B A = 5, A** = B W? = (9,

Fa’oy _ aOAa,y + ayAa,O — ayAa,O — ayWa — g(a)'
Fo07 — gy A*7 4 8,A%0 = 0,

Faw _g (10.36)
Fl)x2 = —g A7 + 0,A = —f19),
F@Yz = —g A7 + 9,A = —g').
Es folgt
F(Q),OUAS — _Fa0xpbx 4 paly pby | [alz pbz _ 0,
F(a),qutli — Fa,xOAb,O o l_-a,szbz - faWb + fa\/\/b — O,
(10.37)

F(a),yuAb _ Fa,yOAb,O . Fa,yzAbz . gaWb 4 gaWb =0,
F(a)’ZUAE _ Fa,ZOAb,O =0.
Wir haben bewiesen dass fiir Vektorpotentiale in Gl. (10.34, 10.35) folgende

Gleichung
FaAb =0, (10.38)

erflllt ist. Das bedeutet auch dass diese Vektorpotentiale die Wellengleichun-

gen erfiillen und die Ebenewellen-Losungen darstellen.

Als letztes Teil dieser Vorlesung diskutieren wir nichtabelische Theorie mit
Fermionen. Die Lagrangedichte haben wir in Gl. (10.10). Es ist einfach die
Bewegungsgleichungen herzuleiten. Statt Gl. (10.26), erhalten wir

S — gue O AL — g, (1039)

wobei der Strom lautet
JAH = gk, (10.40)

Die Bewegungsgleichung fiir das Fermion-Feld ist

Y D,V = 0. (10.41)
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Aus Gl. (10.39) konnen wir erhaltenden Strom konstruieren. Wir schreiben
diese Gleichung um
OuFH = —gsJy", (10.42)

wobei
Jﬁl,u _ jak eabcl—_b’“”Ai. (10.43)

Dann, weil tensor F?#¥ antisymmetrisch ist, finden wir aus GI. (10.42)
0.0,F™™ =0 — 9,Ji* =0. (10.44)

Der Strom Jy* ist erhaltend. Im Gegensatz, ist der Strom J* nicht erhal-
tend, erfiillt aber folgende Gleichung

[D,, J#] =0, (10.45)
wobei
3
=D T (10.46)
a=1
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