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Zusammenfassung VLO5: Materiewellen
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Zusammenfassung VL0O6: Materiewellen

h
o Welleneigenschaften von Teilchen (deBroglie-Welle, Materie-Welle): P=5= hik: E = hw

e Behandlung von Photonen und Materie-Teilchen dhnlich: fiir Quanten kann nur eine Wahrscheinlichkeit angege-
ben werden, sie an einem bestimmten Ort zu beobachten:

— Photon: P o |elektrische Feldstirke (¥) |? (o I)

— massebehaftetes Teilchen: P o |Amplitude der deBroglie-Welle (i) |?

Teilchen im , Potentialkasten™: Wellenfunktion hat Knoten an den Réndern (in einer Dimension):

h?
n-—=05L=|E F 2

e = . T
Tl
2 Sm L2

n=123,..

Wahrscheinlichkeit fiir den Aufenthaltsort eines Teilchen gegeben durch:

P(r;z +dx) = |¥(x, t) - da

— |¥(z, t)|?: ,Wahrscheinlichkeitsdichte” Die Wellenfunktion ist komplexwertig !

e Lokalisierte Teilchen durch Bildung von Wellenpaketen: | ¥(x,t) = f dk A(k) e'lkr—wi)

Az -Ap> 1
o Heisenbere'sche Unschirferelation: TR
& At-AE >}

diw

Geschwindigkeit eines Wellenpakets: |vg = T = VTeilchen Gruppengeschwindigkeit
dk

— Phasengeschwindigkeit — =eilhen]
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Eine Wellengleichung fiir Materiewellen S

Bisher anschauliche Argumentation mit dem Konzept der Materiewellen

Zur quantitativen Behandlung benétigen wir eine Wellengleichung,

die die Eigenschaften von y/(x,?) genau festlegt.
Eine solche Gleichung kann nicht hergeleitet, sondern nur postuliert werden.

Einige Gesichtspunkte:
s Wellenzahl und Kreisfrequenz der Welle: k=p/hund w=E/h

s Dispersionsrelation gegeben durch die klassische Energie-Impulsbeziehung,

p2

fur Teilchen im Potential setzen wir E = o +V

s Ebene Wellen, V(z,t) = Aexp(i(kx — wt)) sollen Lésungen sein

s Wenn nur eine erste Ableitung nach der Zeit auftritt, hat das den
Vorteil, dass die zeitliche Entwicklung bei bekanntem Anfangszustand

berechnet werden kann.

2 y(x,t) ist eine stetige, komplexwertige Funktion



Die Schrodingergleichung

Im Jahr 1926 hat Erwin Schrodinger eine solche
Gleichung vorgeschlagen:

h* 0°

 9m 022

U(x,t)+ V(z)¥(x,t) =1ih %\If(a:, t)

Erwin Schrodinger



Die Schrodingergleichung

Im Jahr 1926 hat Erwin Schrodinger eine solche
Gleichung vorgeschlagen:

7 (z,t) + V(2)¥(z,1) 'ha\IJ( t)
2m 0x? ’ ; 2 n 7
( in drei Raumdimensionen: % N v2 )

Erwin Schrodinger



Die Schrodingergleichung

Im Jahr 1926 hat Erwin Schrodinger eine solche
Gleichung vorgeschlagen:

7 (z,t) + V(2)¥(z,1) 'ha\IJ( t)
2m 0x? ’ ; 2 n ,
( in drei Raumdimensionen: % N v2 )

1

Man schreibt sie auch oft kompakter als Operator-Gleichung Erwin Schrédinger

HU (2,t) = ih%@(x, t)
h2

mit dem ,Hamilton-Operator* H = — — V2 + V(x)
m



Die Schrodingergleichung

Im Jahr 1926 hat Erwin Schrodinger eine solche
Gleichung vorgeschlagen:

7 (z,t) + V(2)¥(z,1) 'ha\IJ( t)
2m 0x? ’ ; 2 n ,
( in drei Raumdimensionen: % N v2 )

Man schreibt sie auch oft kompakter als Operator-Gleichung

Erwin Schrodinger

- 0
HVY(x,t) = ih—V(x,t)
ot ,
mit dem ,Hamilton-Operator H = —h—§2 + V(x)
m

Den Differentialoperator p = —i A
mit p> = — A% V2 nennt man den Impulsoperator



Die Schrodingergleichung 10

Im Jahr 1926 hat Erwin Schrodinger eine solche
Gleichung vorgeschlagen:

7 (z,t) + V(2)¥(z,1) 'hs\IJ( t)
2m 0x? ’ ; 2 n ,
( in drei Raumdimensionen: % N v2 )

Man schreibt sie auch oft kompakter als Operator-Gleichung

Erwin Schrodinger

A 0
HVU(z,t) = ih—V(x,t)
ot ,
mit dem ,Hamilton-Operator* H — _h_§2 + V(x)
m
Den Differentialoperator p = —¢ AV
mit p> = — A% V2 nennt man den Impulsoperator

So geschrieben, sieht die p” 0
Schrodingergleichung fast klassisch aus: 21 +V o U(7,1) = @ha‘l’(% t)



Ebene Wellen als Losung der S-Gleichung 11

Ebene Welle: U(Z,t) = A exp(i(k - & — wt))



Ebene Wellen als Losung der S-Gleichung 12

Ebene Welle: U(Z,t) = A exp(i(k - & — wt))

—

1. raumliche Ableitung: VU (z,t) = ik U (z, t)



Ebene Wellen als Losung der S-Gleichung 13

Ebene Welle: U(Z,t) = A exp(i(k - & — wt))

—

1. raumliche Ableitung: VU (z,t) = ik U (z, t)

—

2. raumliche Ableitung: V20 (z,t) = V - (ik¥(z, 1)) = i2k2 U (z, t)



Ebene Wellen als Losung der S-Gleichung 14

Ebene Welle: U(Z,t) = A exp(i(k - & — wt))

— o

1. raumliche Ableitung: VW (x, ) = ik W (x,t)

— — —

2. raumliche Ableitung: V20 (z,t) = V - (ik¥(z, 1)) = i2k2 U (z, t)

1. zeitliche Ableitung: %\11(557 t) = —iwW(x,t)



Ebene Wellen als Losung der S-Gleichung 15

Ebene Welle: U(Z,t) = A exp(i(k - & — wt))

— —

1. raumliche Ableitung: VW (x, ) = ik W (x,t)

— — —

2. raumliche Ableitung: V20 (z,t) = V - (ik¥(z, 1)) = i2k2 U (z, t)

1. zeitliche Ableitung: %\If(x7 t) = —iwW(x,t)

Einsetzen in S-Gleichung furV =0 :



Ebene Wellen als Losung der S-Gleichung 16

Ebene Welle: U(Z,t) = A exp(i(k - & — wt))

— —

1. raumliche Ableitung: VW (x, ) = ik W (x,t)

— — —

2. raumliche Ableitung: V20 (z,t) = V - (ik¥(z, 1)) = i2k2 U (z, t)

1. zeitliche Ableitung: %\If(x7 t) = —iwW(x,t)

Einsetzen in S-Gleichung furV =0 :

h2
———?k*U(x,t) = —i*hw¥(x, 1)
2m



Ebene Wellen als Losung der S-Gleichung

Ebene Welle: U(Z,t) = A exp(i(k - & — wt))

— —

1. raumliche Ableitung: VW (x, ) = ik W (x,t)

— — —

2. raumliche Ableitung: V20 (z,t) = V - (ik¥(z, 1)) = i2k2 U (z, t)
1. zeitliche Ableitung: %\If(x7 t) — —iw\]:l(g[;" t)

Einsetzen in S-Gleichung furV =0 :

h2k?

2m

h2
— kAU (2, t) = —ifhw¥(x,t) =
2m

17



Ebene Wellen als Losung der S-Gleichung

Ebene Welle: U(Z,t) = A exp(i(k - & — wt))

— —

1. raumliche Ableitung: VW (x, ) = ik W (x,t)

— — —

2. raumliche Ableitung: V20 (z,t) = V - (ik¥(z, 1)) = i2k2 U (z, t)
1. zeitliche Ableitung: %\If(x7 t) — —iw\]:l(g[;" t)

Einsetzen in S-Gleichung furV =0 :

h2k?

2m

h2
— kAU (2, t) = —ifhw¥(x,t) =
2m

mit Ak = pund hw = E

18



Ebene Wellen als Losung der S-Gleichung
Ebene Welle: U(Z,t) = A exp(i(k - & — wt))
1. raumliche Ableitung: VW (z,¢) = ikU(z, t)

— — —

2. raumliche Ableitung: V20 (z,t) = V - (ik¥(z, 1)) = i2k2 U (z, t)

1. zeitliche Ableitung: %\If(x7 t) = —iwW(x,t)

Einsetzen in S-Gleichung furV =0 :

h2 9.9 9 thQ
——i“k*U(x,t) = —i“hw¥(z,t) = = hw
2m 2m
2
mit Ak = pund hw = E :>p_:E

19
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Ebene Wellen als Losung der S-Gleichung

Ebene Welle: U(Z,t) = A exp(i(k - & — wt))

— —

1. raumliche Ableitung: VW (x, ) = ik W (x,t)

— — —

2. raumliche Ableitung: V20 (z,t) = V - (ik¥(z, 1)) = i2k2 U (z, t)

1. zeitliche Ableitung: %\If(x7 t) = —iwW(x,t)

Einsetzen in S-Gleichung furV =0 :

—h—2i2k2\11(a: t) = —i*hw¥(z,t) = IR _ hw
2m o 7 2m
2
mit Ak = pund hw = E :>p_:E
2m

Ebene Welle ist Losung der Schrodingergleichung

21



Ebene Wellen als Losung der S-Gleichung 22

Ebene Welle: U(Z,t) = A exp(i(k - & — wt))

— —

1. raumliche Ableitung: VW (x, ) = ik W (x,t)

— — —

2. raumliche Ableitung: V20 (z,t) = V - (ik¥(z, 1)) = i2k2 U (z, t)

1. zeitliche Ableitung: %\Il(x7 t) = —iwW(x,t)

Einsetzen in S-Gleichung furV =0 :

R 5 5 9 h?k?
——i“k*U(x,t) = —i“hw¥(z,t) = = hw
2m 2m
2
mit Ak = pund hw = E :>p_:E
2m

Ebene Welle ist Losung der Schrodingergleichung

Wie sieht es mit einem Wellenpaket aus ?  — Ubungsaufgabe !



Beispiel: Impulsoperator

pVz,t = —ih?\l!(a:, t) angewandt auf ebene Welle:

23



Beispiel: Impulsoperator

pVz,t = —ih?\l!(a:, t) angewandt auf ebene Welle:

—ihV A exp(i(k - T — wt)) = —i2hk U (z, t)

24



Beispiel: Impulsoperator

pVz,t = —ih?\l!(a:, t) angewandt auf ebene Welle:

—ihV A exp(i(k - T — wt)) = —i2hk U (z, t)
— hkU(z,t)

25



Beispiel: Impulsoperator

pVzx,t = —ih?\l!(a:, t) angewandt auf ebene Welle:
—ihV A exp(i(k - T — wt)) = —i2hk U (z, t)
— hkU(z,t)
=pV(x,t)

26



Beispiel: Impulsoperator

pUx,t = —ihVU(z,t) angewandt auf ebene Welle:

—ihV A exp(i(k - T — wt)) = —i2hk U (z, t)

Interessant !

— hkU(z,t)
=pV(x,t)

p¥(z,t) = p¥(z,1)

27



Beispiel: Impulsoperator

pUx,t = —ihVU(z,t) angewandt auf ebene Welle:
—ihV A exp(i(k - T — wt)) = —i2hk U (z, t)
— hkU(z,t)
=pV(x,t)

Interessant!  p¥(z,t) = pV¥(z,t)

Man sagt: Der Impuls ist ein Eigenwert des Impulsoperators

28



5.2 Weitere Operatoren

Klassischen GroRen entsprechen in der Quantenphysik Operatoren,
die auf y(x,t) angewendet werden, z. B:

29



5.2 Weitere Operatoren

Klassischen GroRen entsprechen in der Quantenphysik Operatoren,

die auf y(x,t) angewendet werden, z. B:

: A h? - A 0
s Energie: H va + V(z) un zh(%

30



5.2 Weitere Operatoren

Klassischen GroRen entsprechen in der Quantenphysik Operatoren,

die auf y(x,t) angewendet werden, z. B:
. s,

: A h? -
s Energie: H va + V(z) un zh(%

s Impuls: p = —ihV

31



5.2 Weitere Operatoren

Klassischen GroRen entsprechen in der Quantenphysik Operatoren,

die auf y(x,t) angewendet werden, z. B:

: A h? - A 0
s Energie: H va + V(z) un zh(%

s Impuls: p = —ihV

s 0rt: x=12

32



5.2 Weitere Operatoren

Klassischen GroRen entsprechen in der Quantenphysik Operatoren,

die auf y(x,t) angewendet werden, z. B:

: A h? - A 0
s Energie: H va + V(z) un zh(%

s Impuls: p = —ihV
s 0t x=1=7

A

s Drehimpuls: L= Xp = —ihx X \Y

33



5.2 Weitere Operatoren

Klassischen GroRen entsprechen in der Quantenphysik Operatoren,

die auf y(x,t) angewendet werden, z. B:
. s,

: A h? -
s Energie: H va + V(z) un zhat

s Impuls: p = —ihV
s 0t x=1=7

A

s Drehimpuls: L

TXPp=—thrxV

— Fundamental neue Weltsicht der Quantenphysik
— Vektoren und reellen Zahlen der klassischen Physik entsprechen
Operatoren (Ableitungsvorschriften)
— Reihenfolge der Anwendung spielt eine Rolle
— Ehrenfest-Theorem: klassische Bewegungsgleichungen gelten fur
fur Erwartungswerte, wenn Wellenfunktion gentugend lokalisiert ist.

— historisch: Bohr‘sches Korrespondenzprinzip: fur grofe Quantenzahlen
(viele Teilchen, hohe Anregungsenergie) — Ubergang zur klassischen Physik



5.2 Weitere Operatoren 35

Klassischen GroRen entsprechen in der Quantenphysik Operatoren,

die auf y(x,t) angewendet werden, z. B:
. s,

: A h? -
s Energie: H va + V(z) un zhat

s Impuls: p = —ihV
s 0t x=1=7

A

s Drehimpuls: L

TXPp=—thrxV

— Fundamental neue Weltsicht der Quantenphysik
— Vektoren und reellen Zahlen der klassischen Physik entsprechen
Operatoren (Ableitungsvorschriften)
— Reihenfolge der Anwendung spielt eine Rolle
— Ehrenfest-Theorem: klassische Bewegungsgleichungen gelten fur
fur Erwartungswerte, wenn Wellenfunktion gentugend lokalisiert ist.

— historisch: Bohr‘sches Korrespondenzprinzip: fur grofe Quantenzahlen
(viele Teilchen, hohe Anregungsenergie) — Ubergang zur klassischen Physik

Wir werden diese neue Welt in den folgenden Vorlesungen erkunden !



Operatoren und physikalische Messgrof3en 36

Physikalische Messgrofen sind ,,Erwartungswerte (Mittelwerte)
der durch die Wellenfunktion bestimmten Wahrscheinlichkeitsdichte



Operatoren und physikalische Messgrof3en 37

Physikalische Messgrofen sind ,,Erwartungswerte (Mittelwerte)
der durch die Wellenfunktion bestimmten Wahrscheinlichkeitsdichte

Beispiel Ortsoperator X = & :



Operatoren und physikalische Messgrof3en 38

Physikalische Messgrofen sind ,,Erwartungswerte (Mittelwerte)
der durch die Wellenfunktion bestimmten Wahrscheinlichkeitsdichte

Beispiel Ortsoperator X = & :

> o Definition des Erwartungswerts
XL |\If(33, t)| dxr  einer Zufallsgrofe bzgl. einer
— 00 Verteilung

Erwartungswert {(z(t)) =



Operatoren und physikalische Messgrof3en 39

Physikalische Messgrofen sind ,,Erwartungswerte (Mittelwerte)
der durch die Wellenfunktion bestimmten Wahrscheinlichkeitsdichte

Beispiel Ortsoperator X = & :

> o Definition des Erwartungswerts
Erwartungswert <£13(t)> = T |\If(£13, t)| dx  einer ZufallsgréRe bzgl. einer
— 00 Verteilung
©.@)
= / x WU dx
— 0



Operatoren und physikalische Messgrof3en 40

Physikalische Messgrofen sind ,,Erwartungswerte (Mittelwerte)
der durch die Wellenfunktion bestimmten Wahrscheinlichkeitsdichte

Beispiel Ortsoperator X = & :

> o Definition des Erwartungswerts
Erwartungswert <£13(t)> = T |\If(£13, t)| dx  einer ZufallsgréRe bzgl. einer
— 00 Verteilung
©.@)
= / x WU dx
— 0
©.@)
= / U* 2 Wdx
— OO



Operatoren und physikalische Messgrof3en 41

Physikalische Messgrofen sind ,,Erwartungswerte (Mittelwerte)
der durch die Wellenfunktion bestimmten Wahrscheinlichkeitsdichte

Beispiel Ortsoperator X = & :

> o Definition des Erwartungswerts
Erwartungswert {(x(t)) = z |U(x,t)|*dx  einer ZufallsgroRe bzgl. einer

Verteilung



Operatoren und physikalische Messgrof3en 42

Physikalische Messgrofen sind ,,Erwartungswerte (Mittelwerte)
der durch die Wellenfunktion bestimmten Wahrscheinlichkeitsdichte

Beispiel Ortsoperator X = & :

> o Definition des Erwartungswerts
Erwartungswert {(x(t)) = z |U(x,t)|*dx  einer ZufallsgroRe bzgl. einer

Verteilung

= / x U W dx

o

o0
= / U* ¢ Udx

o0

0
_ / .

0

< | > kompakte Schreibweise
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Operatoren und physikalische Messgrofien (2) #

Beispiel 2: Impuls p



Operatoren und physikalische Messgrof3en (2) 4°

Beispiel 2: Impuls p

= [ plupas
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Beispiel 2: Impuls p

= [ plupas

:/ p U dx



Operatoren und physikalische Messgrofien (2) 4/

Beispiel 2: Impuls p

= [ plwrax

— 0

:/ p U dx

— OO

:/ U*p ¥ dx

— 00



Operatoren und physikalische Messgrof3en (2) 48

Beispiel 2: Impuls p

o

)= [ slvpax

— 0

:/ p U dx

— OO

:/ U*p ¥ dx

— 00

oo
— / U*pW dx Mit Ergebnis von vorhin, p¥ =p W

— o0



Operatoren und physikalische Messgrof3en (2) 49

Beispiel 2: Impuls p

= [ plwrax

— 0

:/ p U dx

oo
— / U*pW dx Mit Ergebnis von vorhin, p¥ =p W

— <\I" P |‘If> Der gleiche Zusammenhang wie eben fur x !




Operatoren und physikalische Messgrofien (2) 0

Beispiel 2: Impuls p

o

(v) = / p|¥|2dx
:/ pU*W dx
:/ U*p ¥ dx

oo
— / U*pW dx Mit Ergebnis von vorhin, p¥ =p W

— <\I" p |\If> Der gleiche Zusammenhang wie eben fur x !

Der anhand dieser beiden Beispiele illustrierte Zusammenhang gilt allgemein:



Operatoren und physikalische Messgrofien (2) %1

Beispiel 2: Impuls p

= [ plwPax

— 00
oo
= / pU*W dx
— 00
O
= / U*p W dx
— 0
o
— / U*pWvdx Mit Ergebnis von vorhin, p¥ =p W
— 0
— <\I" P |\If> Der gleiche Zusammenhang wie eben fur x !

Der anhand dieser beiden Beispiele illustrierte Zusammenhang gilt allgemein:

Der Erwartungswert einer Observablen o ist gegeben durch:

(o] = (9[6]7)




Zur Schreibweise 52

Die Wellenfunktionen ¥ sind Elemente eines Vektorraumes

/‘I’*‘I’diff = (V| ¥) ist das Skalarprodukt in diesem Vektorraum

(U| = bra“-Vektor
(W) = ,ket"-Vektor

Entspricht £7und T sowie ¥ - % = &1 Z

bei Vektoren im Ortsraum

Der Erwartungswert einer Observablen o ergibt sich als
,Sandwich® des entsprechenden Operators mit einem
bra- und einem ket-Zustand: (o) = (V|0 |¥)



Unscharfe von Observablen

FalloV = o7 gilt, d.h. wenn ¥ eine Eigenfunktion

des Operators zum Eigenwert o ist,

dann ist dieser Wert genau bestimmt,
d.h. er hat keine Unscharfe

53



Unscharfe von Observablen

FalloV = o7 gilt, d.h. wenn ¥ eine Eigenfunktion

des Operators zum Eigenwert o ist,

dann ist dieser Wert genau bestimmt,
d.h. er hat keine Unscharfe

Unbestimmtheit (Varianz ) von Var [o]:

54



Unscharfe von Observablen

FalloV = o7 gilt, d.h. wenn ¥ eine Eigenfunktion

des Operators zum Eigenwert o ist,

dann ist dieser Wert genau bestimmt,
d.h. er hat keine Unscharfe

Unbestimmtheit (Varianz ) von Var [o]:

2 _ . 2 o Definition der Varianz
(Ao)” =Varlo] =<0 >—-<o0> aus der Statistik
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Unscharfe von Observablen

FalloV = o7 gilt, d.h. wenn ¥ eine Eigenfunktion

des Operators zum Eigenwert o ist,

dann ist dieser Wert genau bestimmt,
d.h. er hat keine Unscharfe

Unbestimmtheit (Varianz ) von Var [o]:

2 _ . 2 o Definition der Varianz
(Ao)” =Varlo] =<0 >—-<o0> aus der Statistik

— (U] 02 |U) — (¥|6|W)*  wegen o6 = oy
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Unscharfe von Observablen

FalloV = o7 gilt, d.h. wenn ¥ eine Eigenfunktion

des Operators zum Eigenwert o ist,

dann ist dieser Wert genau bestimmt,
d.h. er hat keine Unscharfe

Unbestimmtheit (Varianz ) von Var [o]:

2 _ . 2 o Definition der Varianz
(Ao)” =Varlo] =<0 >—-<o0> aus der Statistik

— (U] 02 |U) — (¥|6|W)*  wegen o6 = oy
=0 (V|6 |U) — 0

S7



Unscharfe von Observablen

FalloV = o7 gilt, d.h. wenn ¥ eine Eigenfunktion

des Operators zum Eigenwert o ist,

dann ist dieser Wert genau bestimmt,
d.h. er hat keine Unscharfe

Unbestimmtheit (Varianz ) von Var [o]:

2 _ . 2 o Definition der Varianz
(Ao)” =Varlo] =<0 >—-<o0> aus der Statistik

— (U] 02 |U) — (¥|6|W)*  wegen o6 = oy
0 (V|6 |T) — 0
0(U|6|T) — o0?
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Unscharfe von Observablen

FalloV = o7 gilt, d.h. wenn ¥ eine Eigenfunktion
des Operators zum Eigenwert o ist,

dann ist dieser Wert genau bestimmt,
d.h. er hat keine Unscharfe

Unbestimmtheit (Varianz ) von Var [o]:

o9 Definition der Varianz
aus der Statistik

— (U] 02 |U) — (¥|6|W)*  wegen o6 = oy
= 0 (¥|o6|¥) — o?
=0 (V|6 |U) — 0
= 0% (| ¥) — 0?

(A0)? = Var[o] =< 0* > — < 0>
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Unscharfe von Observablen

FalloV = o7 gilt, d.h. wenn ¥ eine Eigenfunktion

des Operators zum Eigenwert o ist,

dann ist dieser Wert genau bestimmt,
d.h. er hat keine Unscharfe

Unbestimmtheit (Varianz ) von Var [o]:

o9 Definition der Varianz
aus der Statistik

— (U] 02 |U) — (¥|6|W)*  wegen o6 = oy

(A0)? = Var[o] =< 0* > — < 0>

=0 (V|6 |U) — 0

=0 (V|6 |U) — 0

= 0% (| ¥) — 0?
2 2 _

=0 —0 0
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Unscharfe von Observablen

FalloV = o7 gilt, d.h. wenn ¥ eine Eigenfunktion

des Operators zum Eigenwert o ist,

dann ist dieser Wert genau bestimmt,
d.h. er hat keine Unscharfe

Unbestimmtheit (Varianz ) von Var [o]:

o9 Definition der Varianz
aus der Statistik

— (U] 02 |¥) — (V|6 |W)®  wegen 6F = ot

(A0)? = Var[o] =< 0* > — < 0>

= 0 (¥|o6|¥) — o?
=0 (V|6 |U) — 0
= 0% (| ¥) — 0?
= 0% — 0% =0

Eigenwerte entsprechen Messgrolien ohne Unsicherheit !
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Unscharfe von Observablen (2)

Im Allgemeinen verschwindet die Unscharfe nicht !

Var[z] =< 2 > — < x >2
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Unscharfe von Observablen (2)

Im Allgemeinen verschwindet die Unscharfe nicht !
Beispiel Ort x:

Var[z] =< 2 > — < x >2
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Unscharfe von Observablen (2)

Im Allgemeinen verschwindet die Unscharfe nicht !
Beispiel Ort x:

Var[z] =< 2 > — < x >2
= (V| x2 |T) — (U x|0)?
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Unscharfe von Observablen (2)

Im Allgemeinen verschwindet die Unscharfe nicht !
Beispiel Ort x:

Var[z] =< 2 > — < x >2
= (V| x2 |T) — (U x|0)?

2
— /\I!*x2\11dx— (/ \P*X\PdX)
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Unscharfe von Observablen (2)

Im Allgemeinen verschwindet die Unscharfe nicht !
Beispiel Ort x:

Var[z] =< 2 > — < x >2
= (V| x2 |T) — (U x|0)?

2
= /\I!*x2\11dx— (/ \P*X\PdX)
2
= /xZ\\IJ\ZdX— (/X\\IJ|2dX)
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Unscharfe von Observablen (2)

Im Allgemeinen verschwindet die Unscharfe nicht !
Beispiel Ort x:

Var[z] =< 2 > — < x >2
= (V| x2 |T) — (U x|0)?

2
— /\I!*x2\11dx— (/ \P*X\PdX)
2
- /xz\\IJPdX— (/X\\IJ|2dX) £ 0
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Unscharfe von Observablen (2) 68

Im Allgemeinen verschwindet die Unscharfe nicht !
Beispiel Ort x:

Var[z] =< 2 > — < x >2
= (V| x2 |T) — (U x|0)?

2
— /\I!*x2\11dx— (/ \P*X\PdX)
2
- /xz\\IJPdX— (/X\\IJ|2dX) £ 0

Varianz der durch |¥|> gegebenen Ortsverteilung



Unscharfe von Observablen (2)

Im Allgemeinen verschwindet die Unscharfe nicht !
Beispiel Ort x:

Var[z] =< 2 > — < x >2
= (V| x2 |T) — (U x|0)?

2
— /\I!*x2\lfdx— (/ \I!*X\I!dx>
2
- /$2‘\If‘2dX— (/X\\IJ|2dX) £ 0

Varianz der durch |¥|> gegebenen Ortsverteilung

Man kann zeigen, dass zwei Observable nur dann gleichzeitig genau
bestimmt werden konnen, wenn ihr Operatoren ,kommutieren®,
wenn also gilt 0703 = 0307
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Unscharfe von Observablen (2)

Im Allgemeinen verschwindet die Unscharfe nicht !
Beispiel Ort x:

Var[z] =< 2 > — < x >2
= (V| x2 |T) — (U x|0)?

2
— /\I!*x2\lfdx— (/ \I!*X\I!dx>
2
- /$2‘\If‘2dX— (/X\\IJ|2dX) £ 0

Varianz der durch |¥|> gegebenen Ortsverteilung

Man kann zeigen, dass zwei Observable nur dann gleichzeitig genau
bestimmt werden konnen, wenn ihr Operatoren ,kommutieren®,
wenn also gilt 0703 = 0307

Orts- und Impulsoperator kommutieren nicht:

pxV¥ = —ihﬁ VU = —1h xi +1 )W #+ XpV¥ = —ihxg\lf
ox ox ox
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Unscharfe von Observablen (3)

Man definiert den Kommutator von zwei Operatoren als 0302 — 0207 =: |07, O2]
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Unscharfe von Observablen (3) 72

Man definiert den Kommutator von zwei Operatoren als 0302 — 0207 =: |07, O2]

Die Unscharferelation kann mit Hilfe des Kommutators allgemein geschrieben werden

1 PN mit Ao = o, ist die Standardabweichung
Ao1Aoz > <\Ij| [01’ 02] |\Ij> der Verteilung von o gemeint



Unscharfe von Observablen (3) 73

Man definiert den Kommutator von zwei Operatoren als 0302 — 0207 =: |07, O2]

Die Unscharferelation kann mit Hilfe des Kommutators allgemein geschrieben werden

1 PN mit Ao = o, ist die Standardabweichung
Aoi1Aoz > - (V|[o1,02] [¥) der Verteilung von o gemeint

Ansatz fur den Beweis:
Ao = (U] 612 W) — (|61 |[¥)°
Aop? = (U] 62° [W) — (|G W)

Dann folgt ganz viel Schreibarbeit zum Ausmultiplizieren
und die Anwendung der Cauchy-Schwarz'schen Ungleichung ...



Pause

und Zeit fur Fragen ?
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6.1 Die stationare Schrodingergleichung 76

Wenn Potentiale vorhanden sind, arbeitet man mit einem Produktansatz,
um die Schrodingergleichung zu I6sen:

U(Z,t) = (%) - exp(—iwt)



6.1 Die stationare Schrodingergleichung 1

Wenn Potentiale vorhanden sind, arbeitet man mit einem Produktansatz,
um die Schrodingergleichung zu I6sen:

U(Z,t) = () - exp(—iwt)

Einsetzen des Ansatzes in die S-Gleichung (1-dim.):



6.1 Die stationare Schrodingergleichung 78

Wenn Potentiale vorhanden sind, arbeitet man mit einem Produktansatz,
um die Schrodingergleichung zu I6sen:

U(Z,t) = () - exp(—iwt)

Einsetzen des Ansatzes in die S-Gleichung (1-dim.):

_;_m % () exp(—iwt) + V(x)p(x) exp(—iwt) =ih %w(x) exp(—iwt)



6.1 Die stationare Schrodingergleichung 79

Wenn Potentiale vorhanden sind, arbeitet man mit einem Produktansatz,
um die Schrodingergleichung zu I6sen:

U(Z,t) = () - exp(—iwt)

Einsetzen des Ansatzes in die S-Gleichung (1-dim.):

h? 0? . . .. 0 .
—55 (;ciexp(—zwt) + V(z)yY(x) exp(—iwt) =i h Ew(x) exp(—iwt)
— exp(—iwt)h—2 8—2 (x)

2m Ox?



6.1 Die stationare Schrodingergleichung 80

Wenn Potentiale vorhanden sind, arbeitet man mit einem Produktansatz,
um die Schrodingergleichung zu I6sen:

U(Z,t) = () - exp(—iwt)

Einsetzen des Ansatzes in die S-Gleichung (1-dim.):

_;—m% (x) exp(—iwt) + V(x)(x) exp(—iwt) =i h — 0 w(x) exp(—iwt)
’ ;
—exp(— Mt)h_28_2 () i hap(x) 57 & xp(—iwt)

2m Ox?



6.1 Die stationare Schrodingergleichung

Wenn Potentiale vorhanden sind, arbeitet man mit einem Produktansatz,
um die Schrodingergleichung zu I6sen:

U(Z,t) = () - exp(—iwt)

Einsetzen des Ansatzes in die S-Gleichung (1-dim.):

_;_m% () exp(—iwt) + V(2)9(z) exp(—iwt) = i i — ¢(x) exp(—iwt)
¢ :
—exp(— zwt);—m % () 1 hap(z) ot " xp(—iwt)

—3? hw () exp(—iwt)
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6.1 Die stationare Schrodingergleichung

Wenn Potentiale vorhanden sind, arbeitet man mit einem Produktansatz,
um die Schrodingergleichung zu I6sen:

U(Z,t) = () - exp(—iwt)

Einsetzen des Ansatzes in die S-Gleichung (1-dim.):

_;—m% (x) exp(—iwt) + V(x)(x) exp(—iwt) =i h — w(x) exp(—iwt)
’ ;
—exp(— zwt);—m % () 1 hap(z) ot " xp(—iwt)

—3? hw () exp(—iwt)
= ———Y(x) + V(2)y(z) = hwip(z)
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6.1 Die stationare Schrodingergleichung

Wenn Potentiale vorhanden sind, arbeitet man mit einem Produktansatz,
um die Schrodingergleichung zu I6sen:

U(Z,t) = () - exp(—iwt)

Einsetzen des Ansatzes in die S-Gleichung (1-dim.):

_;_m% () exp(—iwt) + V(2)9(z) exp(—iwt) = i i — ¢(x) exp(—iwt)
¢ :
—exp(— zwt);—m % () 1 hap(z) ot " xp(—iwt)

—3? hw () exp(—iwt)

> V) TV EE) = o

Ev(x)
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6.1 Die stationare Schrodingergleichung 84

Wenn Potentiale vorhanden sind, arbeitet man mit einem Produktansatz,
um die Schrodingergleichung zu I6sen:

U(Z,t) = () - exp(—iwt)

Einsetzen des Ansatzes in die S-Gleichung (1-dim.):
h? 0? 0

~ 9 a2 (:ciexp(—iwt) + V(z)yY(x) exp(—iwt) =i h ﬁw(ai) exp(—iwt)
B exp(—iwt)%aa—; () i hp(x) % exp(—iwt)

hZ 82
= 553 () + V(x)y(z) = hwib(w)
Ey ()
R 52
Stationdre Schrodingergleichung: ~ 5 52 () 4+ V(x)y(x) = Ey(x)




6.1 Die stationare Schrodingergleichung

Wenn Potentiale vorhanden sind, arbeitet man mit einem Produktansatz,
um die Schrodingergleichung zu I6sen:

U(Z,t) = () - exp(—iwt)

Einsetzen des Ansatzes in die S-Gleichung (1-dim.):

85

h? o2 o) o) — i 0 »
~5- 5.3 () exp(—iwt) + V(x)(x) exp(—iwt) = i E?ﬂ(x) exp(—iwt)
' ;
h2 2 . .
B exp(—iwt)%% () i hp(x) 5 exp(—iwt)
—3? hw () exp(—iwt)
h* 02
= —5 - aad(@) + V(X)) = hwf(ﬂf)
Ey ()
h* 02
Stationdre Schrodingergleichung: ~ 5 52 () 4+ V(x)y(x) = Ey(x)

Oder Huy(z) = Evy(z) E ist Eigenwert des Hamilton-Operators




6.2 Potentialtopf mit unendlich hohen Winden 86

Als erstes Beispiel wenden wir die stationare Schrodingergleichung auf ein Problem an,
das wir schon kennen: Teilchen im Potentialkasten




6.2 Potentialtopf mit unendlich hohen Winden 87

Als erstes Beispiel wenden wir die stationare Schrodingergleichung auf ein Problem an,
das wir schon kennen: Teilchen im Potentialkasten

Wie schon fruher, lI0sen wir die Differentialgleichung
zweiter Ordnung durch einen Ansatz:




6.2 Potentialtopf mit unendlich hohen Winden 88

Als erstes Beispiel wenden wir die stationare Schrodingergleichung auf ein Problem an,
das wir schon kennen:

Teilchen im Potentialkasten

Wie schon fruher, lI0sen wir die Differentialgleichung
zweiter Ordnung durch einen Ansatz:

Y(z) = A - exp(ikz) + B - exp(—ikx)



6.2 Potentialtopf mit unendlich hohen Winden 89

Als erstes Beispiel wenden wir die stationare Schrodingergleichung auf ein Problem an,
das wir schon kennen: Teilchen im Potentialkasten

Wie schon fruher, lI0sen wir die Differentialgleichung
zweiter Ordnung durch einen Ansatz:

Y(z) = A - exp(ikz) + B - exp(—ikx)

A und B werden durch Einsetzen aus den
Randbedingungen bestimmt:




6.2 Potentialtopf mit unendlich hohen Winden 9

Als erstes Beispiel wenden wir die stationare Schrodingergleichung auf ein Problem an,
das wir schon kennen: Teilchen im Potentialkasten

Wie schon fruher, lI0sen wir die Differentialgleichung
zweiter Ordnung durch einen Ansatz:

Y(z) = A - exp(ikz) + B - exp(—ikx)

A und B werden durch Einsetzen aus den
A A Randbedingungen bestimmt:

2 Yz =0)=0
>




6.2 Potentialtopf mit unendlich hohen Winden ¢

Als erstes Beispiel wenden wir die stationare Schrodingergleichung auf ein Problem an,
das wir schon kennen: Teilchen im Potentialkasten

Wie schon fruher, lI0sen wir die Differentialgleichung
zweiter Ordnung durch einen Ansatz:

Y(z) = A - exp(ikz) + B - exp(—ikx)

A und B werden durch Einsetzen aus den
A A Randbedingungen bestimmt:

Yx=0)=0 = A=-B




6.2 Potentialtopf mit unendlich hohen Winden 92

Als erstes Beispiel wenden wir die stationare Schrodingergleichung auf ein Problem an,
das wir schon kennen: Teilchen im Potentialkasten

Wie schon fruher, lI0sen wir die Differentialgleichung
zweiter Ordnung durch einen Ansatz:

Y(z) = A - exp(ikz) + B - exp(—ikx)

A und B werden durch Einsetzen aus den
Randbedingungen bestimmt:

Yx=0)=0 = A=-B
Y(@=L)=0




6.2 Potentialtopf mit unendlich hohen Winden 93

Als erstes Beispiel wenden wir die stationare Schrodingergleichung auf ein Problem an,
das wir schon kennen: Teilchen im Potentialkasten

Wie schon fruher, lI0sen wir die Differentialgleichung
zweiter Ordnung durch einen Ansatz:

Y(z) = A - exp(ikz) + B - exp(—ikx)

A und B werden durch Einsetzen aus den
Randbedingungen bestimmt:

Y(rx=0=0 = A=-B
Yrx=L)=0 = A(exp(itkL) — exp(—ikL)) =0




6.2 Potentialtopf mit unendlich hohen Winden 9%

Als erstes Beispiel wenden wir die stationare Schrodingergleichung auf ein Problem an,
das wir schon kennen: Teilchen im Potentialkasten

Wie schon fruher, lI0sen wir die Differentialgleichung
zweiter Ordnung durch einen Ansatz:

Y(z) = A - exp(ikz) + B - exp(—ikx)

A und B werden durch Einsetzen aus den
Randbedingungen bestimmt:

Y(rx=0=0 = A=-B
Yx=L)=0 = A(exp(itkL) — exp(—ikL)) =0

2tAsinkL =0




6.2 Potentialtopf mit unendlich hohen Winden 9

Als erstes Beispiel wenden wir die stationare Schrodingergleichung auf ein Problem an,
das wir schon kennen: Teilchen im Potentialkasten

Wie schon fruher, lI0sen wir die Differentialgleichung
zweiter Ordnung durch einen Ansatz:

Y(z) = A - exp(ikz) + B - exp(—ikx)

A und B werden durch Einsetzen aus den
Randbedingungen bestimmt:

Y(rx=0=0 = A=-B
Yx=L)=0 = A(exp(itkL) — exp(—ikL)) =0

2tAsinkL =0
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, E, = kL=nm,n=1,......,00
”””””””””””””””””””””””””””” E,;
””””””””””””””””””””””””””””” E,
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6.2 Potentialtopf mit unendlich hohen Winden 9%

Als erstes Beispiel wenden wir die stationare Schrodingergleichung auf ein Problem an,
das wir schon kennen: Teilchen im Potentialkasten

Wie schon fruher, lI0sen wir die Differentialgleichung
zweiter Ordnung durch einen Ansatz:

Y(z) = A - exp(ikz) + B - exp(—ikx)

A und B werden durch Einsetzen aus den
Randbedingungen bestimmt:

Yz=0)=0 = A=-B
Yx=L)=0 = A(exp(itkL) — exp(—ikL)) =0
21AsinkL =0
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, E, = kL=nm,n=1,......,00
7777777777777777777777777777777777777777777777777777777 = oder
’ kn:n%,nzl,......,oo

”””””””””””””””””””””””””””””” E,
"""""""""""""""""""""""""""""" E,




6.2 Potentialtopf mit unendlich hohen Winden ¢7

Als erstes Beispiel wenden wir die stationare Schrodingergleichung auf ein Problem an,
das wir schon kennen: Teilchen im Potentialkasten

Wie schon fruher, lI0sen wir die Differentialgleichung
zweiter Ordnung durch einen Ansatz:

Y(z) = A - exp(ikz) + B - exp(—ikx)

A und B werden durch Einsetzen aus den
Randbedingungen bestimmt:

Yx=0)=0 = A=-B
Yx=L)=0 = A(exp(itkL) — exp(—ikL)) =0
20AsinkL =0
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, E, = kL=nm,n=1,......,00
7777777777777777777777777777777777777777777777777777777 = oder
’ kn:n%,nzl,......,oo
""""""""""""""""""""""""""""" E,
77777777777777777777777777777777777777777777777777777777 E, Diskrete Impulswerte: p, = hk,




6.2 Potentialtopf mit unendlich hohen Winden 98

Als erstes Beispiel wenden wir die stationare Schrodingergleichung auf ein Problem an,
das wir schon kennen:

Teilchen im Potentialkasten

Wie schon fruher, lI0sen wir die Differentialgleichung
zweiter Ordnung durch einen Ansatz:

Y(z) = A - exp(ikz) + B - exp(—ikx)

A und B werden durch Einsetzen aus den
Randbedingungen bestimmt:

Y(rx=0=0 = A=-B
Yx=L)=0 = A(exp(itkL) — exp(—ikL)) =0

2tAsinkL =0
= kL=nm,n=1,......,00
oder
nm
kn,=—mn=1,.....,
7 n 00

Diskrete Impulswerte: p, = hk,
n2h2m?

Diskrete Energien: F, =
J 2m >




Potentialtopf mit unendlich hohen Wanden (2) 99

Zugehdrige Wellenfunktionen: ¥ (z) = Asin(k,z)
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Potentialtopf mit unendlich hohen Wanden (2) 10

Zugehdrige Wellenfunktionen: ¥ (z) = Asin(k,z)

Normierungsbedingung: /¢*¢dx =1

2
= wn(ﬂf)zy/zsin?,n:l,...



Potentialtopf mit unendlich hohen Wanden (2) 10

Zugehorige Wellenfunktionen: ¢y (x) = Asin(k,x)
Normierungsbedingung: /¢*¢dx =1

2
= wn(x)zy/zsin?,nzl,...

Anwendung der Schrodingergleichung liefert die gleichen Ergebnisse
wie schon unsere fruheren Uberlegungen !



Potentialtopf mit unendlich hohen Wanden (2) 10

Zugehorige Wellenfunktionen: ¥ (z) = Asin(k,x)

Normierungsbedingung: /¢*¢dx =1

2
= Y (z) = \/zSi“—anv n=1,. ..

Anwendung der Schrodingergleichung liefert die gleichen Ergebnisse
wie schon unsere fruheren Uberlegungen !

Anmerkungen: die Wellenfunktionen ¥ (x) sind hier reell,

die vollstandigen Wellenfunktionen V¥, (x,t) = v, (x) - exp (—iwt)
sind aber komplexwertig;
V! (2) = ¥, (x) - exp(ip) waren natirlich auch giltige Lésungen



6.3 Potentialtopf 3d mit unendlich hohen Wanden 1%

Quantenteilchen im dreidimensionalen Kastenpotential

V(x) = 0 fur(0<x<L)Nn(O0<y<L)An(0<z<L,)
)~ sonst
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Quantenteilchen im dreidimensionalen Kastenpotential

V(x) = 0 fur(0<x<L)Nn(O0<y<L)An(0<z<L,)
)~ sonst
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stationdre Schrédingergleichung im Kasten: —2h—§2¢(5;’) = Ey(%)
m
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Quantenteilchen im dreidimensionalen Kastenpotential

V(x) = 0 fur(0<x<L)Nn(O0<y<L)An(0<z<L,)
)~ sonst
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stationdre Schrédingergleichung im Kasten: —2h—§2¢(5;’) = Ey(%)
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Produktansatz: (%) = ¥, (x) - ¥y, (y) - Y. (2)



6.3 Potentialtopf 3d mit unendlich hohen Wanden 10

Quantenteilchen im dreidimensionalen Kastenpotential

V(x) = 0 fur(0<x<L)Nn(O0<y<L)An(0<z<L,)
)~ sonst
2

stationdre Schrédingergleichung im Kasten: —2h—§2w(a‘;’) = Ey(%)
m

Produktansatz: (%) = ¥, (x) - ¥y, (y) - Y. (2)

Losung durch Separation der Variablen, fuhrt zu drei Differentialgleichungen
far %c(x); wy(y), ¢z(2) wie wir sie eben ein einer Dimension hatten



6.3 Potentialtopf 3d mit unendlich hohen Wanden 1%

Quantenteilchen im dreidimensionalen Kastenpotential

V(x) = 0 fur(0<x<L)Nn(O0<y<L)An(0<z<L,)
)~ sonst
2

stationdre Schrédingergleichung im Kasten: —2h—§2¢(5;’) = Ey(%)
m

Produktansatz: (%) = ¥, (x) - ¥y, (y) - Y. (2)

Losung durch Separation der Variablen, fuhrt zu drei Differentialgleichungen
far %c(fﬁ)? wy(y), wz(z) wie wir sie eben ein einer Dimension hatten

Lésung: (%) = Asin(k,x) - sin(k,y) - sin(k,2) mit

N, 7T T, T n,m
kx: ka‘:L7kz:L
LY, L.




6.3 Potentialtopf 3d mit unendlich hohen Wanden ¢

Quantenteilchen im dreidimensionalen Kastenpotential

V(x) = 0 fur(0<x<L)Nn(O0<y<L)An(0<z<L,)
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6.3 Potentialtopf 3d mit unendlich hohen Wanden

Quantenteilchen im dreidimensionalen Kastenpotential

V(x) = 0 fur(0<x<L)Nn(O0<y<L)An(0<z<L,)
)~ sonst

2

stationdre Schrédingergleichung im Kasten: —2h—§2¢(5;’) = Ey(%)
m

Produktansatz: (%) = ¥, (x) - ¥y, (y) - Y. (2)

Losung durch Separation der Variablen, fuhrt zu drei Differentialgleichungen
far %c(x)? wy(y), wz(z) wie wir sie eben ein einer Dimension hatten

Lésung: (%) = Asin(k,x) - sin(k,y) - sin(k,2) mit

N, 7T T, T n,m
kx: ka:L7kz:L
LY, L.

Eine Quantenzahl pro Raumdimension !

ka: 2 92 2 2 2
(5] e ()

Zustande mit gleicher Energie bei unterschiedlichen Quantenzahlen
nennt man ,entartete Zustande”




Potentialtopf 3d (2)

Visualisierung der Aufenthaltswahrscheinlichkeit

11.
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https://demonstrations.wolfram.com/
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6.4 realistischer: Potentialtopf mit endlich hohen Wanden11

V(x)
-a A a

Realistischer Potenzialtopf:
endlich hohe Wande

0 firx< -—a
Vix)=¢ -V fir —a<x<a
0 furx>a

Schrodingergleichung in den Bereichen (1), (2), und (3):

(1) und (3): _%aa—;ep(x) =Ey(x) mitE <0
_ h? 02 :
(2): — 57 V(X) = (E — (=W))¥(x) mit E—(-Vo) >0

2m 0x2



6.4 realistischer: Potentialtopf mit endlich hohen Wanden11:

V(x)
-a A a

Realistischer Potenzialtopf:
endlich hohe Wande

0 firx< -—a
Vix)=¢ -V fir —a<x<a
0 furx>a

Schrodingergleichung in den Bereichen (1), (2), und (3):

(1) und (3): ‘%aa—; i(x) = E(x) mit E <0
_ W R .
(2): —ﬁ@w{xh =(E - (=W))y(x) mitE—(-V)>0

Abkilurzende Schreibweise:
' 2mE
ﬁz
2m(E + Vo)
72

(Dund (3): ¢" =K%Y mitk?=—

(2): Y =—q% mitg®=



Endlicher Potentialtopf (2)

Anforderungen an die Wellenfunktion:

1. 1 muss Schrodingergleichung losen: m% = Hy  (bzw. Ay = Ey)
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Anforderungen an die Wellenfunktion:

1. 1 muss Schrodingergleichung losen: :ﬁi—l} = Hy  (bzw. Ay = Ey)

2. 1y muss in allen Ortskoordinaten stetig und stetig differenzierbar sein
(— in einer Dimension: ¥ und Y’ = dy/odx stetig)

3. Y muss eindeutig und endlich sein (Wahrscheinlichkeitsinterpretation)

4. i muss fur x — = ,,schnell genug” abfallen, so dass

/ VP dx = 1

(Normierbarkeit, Wahrscheinlichkeitsinterpretation)



Endlicher Potentialtopf (3)

Gebiete (1) und (3); ¥" = K%

Y(z) = Cexp(—kx),x > a

Ansatz { Y(x) = Dexp(kx),r < —a

12
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Gebiete (1) und (3); ¥" = K%

Y(z) = Cexp(—kx),x > a

Ansatz { Y(x) = Dexp(kx),r < —a

Wellenfunktion im klassisch verbotenen Bereich |x[>a exponentiell gedampft.
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Gebiete (1) und (3); ¥" = K%

Y(z) = Cexp(—kx),x > a

Ansatz { Y(x) = Dexp(kx),r < —a
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Gebiete (1) und (3); ¥" = K%

Y(z) = Cexp(—kx),x > a

Ansatz { Y(x) = Dexp(kx),z < —a

Wellenfunktion im klassisch verbotenen Bereich |x[>a exponentiell gedampft.
Gebiet (2): " = —q*

Ansatz: Y(x) = Asin(kx) + B cos(kx)

Bedingungen zur Bestimmung der Parameter A, B, C und D und der Energie E
Stetigkeit: VU1(x = —a) = Ya(x = —a); Yo(x = a) = Y3(x = a)
Stetige Ableitung: V) (z = —a) = ¥5(x = —a); Y5(x = a) = Y5(z = a)

Normierbarkeit: /¢*¢dx =1

= losbares Gleichungssystem
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Parameterwahl:

aus: F. Schwabl, Quantenmechanik (QM1), Springer 2007
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Parameterwahl:

ma=h=m=1
m V=125

W Zwei gerade LOsungen
(durchgezogene Linien)

W Ec=-1165
W E=-5.14
. & —a 3 a
® Zwei ungerade Lésungen = T F——-————————
(gestrichelte Linien) 2
| E1=-913 1
W £,=-046 e

aus: F. Schwabl, Quantenmechanik (QM1), Springer 2007



Endlicher Potentialtopf (4)

Parameterwahl:

ma=h=m=1
m V=125

W Zwei gerade LOsungen
(durchgezogene Linien)

W Ec=-11.65
W E=-5.14

B Zwei ungerade Losungen
(gestrichelte Linien)

m £E1=-913
m E,=-046

Wellenfunktion verschwindet nicht im klassisch verbotenen Bereich !

12!

aus: F. Schwabl, Quantenmechanik (QM1), Springer 2007
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Es gibt auch numerische Losungsverfahren
Methode: Diskretisierung von ¥ an n Stutzstellen
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Es gibt auch numerische Losungsverfahren
Methode: Diskretisierung von ¥ an n Stutzstellen

( 1
b

P (1)
(x) = (¥) = (

V()
-2 1
62 1 1 -2
o2 (D2) = (Ax)?
Vi
Vo
Vi) (V)= | oo

|

13.
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Endlicher Potentialtopf (5)

Es gibt auch numerische Losungsverfahren
Methode: Diskretisierung von ¥ an n Stutzstellen

) ()
SN — =1 ...
va) @)= | o=
—2 1
52 1 1 -2 1
1 -2 ﬁ‘“""
v e
Vi1
17 g
h?
o+ (“ g D2+ (V) ) = E)

Eigenwertproblem in n-dimensionalem Raum
|0sbar mit wissenschaftlichen Standard-Bibliotheken

j mit scipy.linalg.eigh() (—
-------- Energieniveaus
—————————————————————————————— :::&' —‘—::-"————_——
71100 701}'5 70150 70125 0.60 0.|25 O.ISD 0.‘?5 l.(I)O
Postion x

13
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Endlicher Potentialtopf (6)

Losung mit Mathematica:

https://demonstrations.wolfram.com/
BoundStatesOfAFinitePotentialWell.cdf

V(x)



https://demonstrations.wolfram.com/

Ende VL 07

und Zeit fur Fragen ?
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