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Die Wellenfunktion ist komplexwertig !
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5Eine Wellengleichung für Materiewellen

Bisher anschauliche Argumentation mit dem Konzept der Materiewellen 

Zur quantitativen Behandlung benötigen wir eine Wellengleichung,

 die die Eigenschaften von ψ(x,t) genau festlegt. 

Eine solche Gleichung kann nicht hergeleitet, sondern nur postuliert werden. 

Einige Gesichtspunkte:

 Wellenzahl und Kreisfrequenz der Welle:

Dispersionsrelation gegeben durch die klassische Energie-Impulsbeziehung,

für Teilchen im Potential setzen wir  

Ebene Wellen,                                                  sollen Lösungen sein

Wenn nur eine erste Ableitung nach der Zeit auftritt, hat das den 

Vorteil, dass die zeitliche Entwicklung bei bekanntem Anfangszustand

berechnet werden kann.  

 ψ(x,t)  ist eine stetige, komplexwertige Funktion 
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Im Jahr 1926 hat Erwin Schrödinger eine solche 

 Gleichung vorgeschlagen:
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Im Jahr 1926 hat Erwin Schrödinger eine solche 

 Gleichung vorgeschlagen:

( in drei Raumdimensionen:                     )  

Man schreibt sie auch oft kompakter als Operator-Gleichung

        mit dem „Hamilton-Operator“

Den Differentialoperator

                            mit                         nennt man den Impulsoperator

So geschrieben, sieht die 
Schrödingergleichung fast klassisch aus: 
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Ebene Welle:

1. räumliche Ableitung:

2. räumliche Ableitung:

1. zeitliche Ableitung:

Einsetzen in S-Gleichung für V = 0 :

Ebene Welle ist Lösung der Schrödingergleichung 

Wie sieht es mit einem Wellenpaket aus ?      → Übungsaufgabe !
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28Beispiel: Impulsoperator

angewandt auf ebene Welle:

Interessant !  

Man sagt:  Der Impuls ist ein Eigenwert des Impulsoperators 
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Klassischen Größen entsprechen in der Quantenphysik Operatoren,

      die auf ψ(x,t) angewendet werden, z. B:    

Energie:                                     und  

Impuls:   

Ort:   

Drehimpuls:   



345.2 Weitere Operatoren

Klassischen Größen entsprechen in der Quantenphysik Operatoren,

      die auf ψ(x,t) angewendet werden, z. B:    

Energie:                                     und  

Impuls:   
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Drehimpuls:   

→ Fundamental neue Weltsicht der Quantenphysik
   – Vektoren und reellen Zahlen der klassischen Physik entsprechen 

       Operatoren (Ableitungsvorschriften)

   – Reihenfolge der Anwendung spielt eine Rolle

   – Ehrenfest-Theorem:  klassische Bewegungsgleichungen gelten für

        für Erwartungswerte, wenn Wellenfunktion genügend lokalisiert ist.

   – historisch: Bohr‘sches Korrespondenzprinzip: für große Quantenzahlen
       (viele Teilchen, hohe Anregungsenergie) → Übergang zur klassischen Physik 
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Klassischen Größen entsprechen in der Quantenphysik Operatoren,

      die auf ψ(x,t) angewendet werden, z. B:    

Energie:                                     und  

Impuls:   

Ort:   

Drehimpuls:   

→ Fundamental neue Weltsicht der Quantenphysik
   – Vektoren und reellen Zahlen der klassischen Physik entsprechen 

       Operatoren (Ableitungsvorschriften)

   – Reihenfolge der Anwendung spielt eine Rolle

   – Ehrenfest-Theorem:  klassische Bewegungsgleichungen gelten für

        für Erwartungswerte, wenn Wellenfunktion genügend lokalisiert ist.

   – historisch: Bohr‘sches Korrespondenzprinzip: für große Quantenzahlen
       (viele Teilchen, hohe Anregungsenergie) → Übergang zur klassischen Physik 

Wir werden diese neue Welt in den folgenden Vorlesungen erkunden !
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Physikalische Messgrößen sind „Erwartungswerte“ (Mittelwerte)

  der durch die Wellenfunktion bestimmten Wahrscheinlichkeitsdichte

Beispiel Ortsoperator             :  

Erwartungswert 
Definition des Erwartungswerts
 einer Zufallsgröße bzgl. einer 
 Verteilung

kompakte Schreibweise
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51Operatoren und physikalische Messgrößen (2)

Beispiel 2:  Impuls p  

Mit Ergebnis von vorhin,  

Der gleiche Zusammenhang wie eben für x ! 

Der anhand dieser beiden Beispiele illustrierte Zusammenhang gilt allgemein: 

Der Erwartungswert einer Observablen o ist gegeben durch:   

 



52Zur Schreibweise

Die Wellenfunktionen  Ψ sind Elemente eines Vektorraumes

ist das Skalarprodukt in diesem Vektorraum

:= „bra“-Vektor

:= „ket“-Vektor

Entspricht      und      sowie                           
  bei Vektoren im Ortsraum   

Der Erwartungswert einer Observablen o  ergibt sich als
  „Sandwich“ des entsprechenden Operators mit einem 
   bra- und einem ket-Zustand:



53Unschärfe von Observablen

Fall                  gilt, d.h. wenn Ψ  eine Eigenfunktion 

                        des Operators zum Eigenwert o ist, 

                        dann ist dieser Wert genau bestimmt, 
                        d.h. er hat keine Unschärfe 
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Fall                  gilt, d.h. wenn Ψ  eine Eigenfunktion 

                        des Operators zum Eigenwert o ist, 

                        dann ist dieser Wert genau bestimmt, 
                        d.h. er hat keine Unschärfe 

Unbestimmtheit (Varianz ) von Var [o]: 

Definition der Varianz
  aus der Statistik  

wegen 

Eigenwerte entsprechen Messgrößen ohne Unsicherheit !
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Im Allgemeinen verschwindet die Unschärfe nicht !

Beispiel Ort x: 

Varianz der durch |Ψ|² gegebenen Ortsverteilung

Man kann zeigen, dass zwei Observable nur dann gleichzeitig genau

 bestimmt werden können, wenn ihr Operatoren „kommutieren“,

 wenn also gilt

Orts- und Impulsoperator kommutieren nicht: 
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Man definiert den Kommutator von zwei Operatoren als

Die Unschärferelation kann mit Hilfe des Kommutators allgemein geschrieben werden 

 mit                    ist die Standardabweichung     
      der Verteilung von o gemeint

Ansatz für den Beweis:

Dann folgt ganz viel Schreibarbeit zum Ausmultiplizieren 

 und die Anwendung der Cauchy-Schwarz‘schen Ungleichung ...



 

  Pause 

  und Zeit für Fragen ? 
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856.1  Die stationäre Schrödingergleichung
Wenn Potentiale vorhanden sind, arbeitet man mit einem Produktansatz,

 um die Schrödingergleichung zu lösen:

Einsetzen des Ansatzes in die S-Gleichung (1-dim.):

Stationäre Schrödingergleichung:                                                                      

Oder                                      E ist Eigenwert des Hamilton-Operators 



866.2    Potentialtopf mit unendlich hohen Wänden
Als erstes Beispiel wenden wir die stationäre Schrödingergleichung auf ein Problem an,
   das wir schon kennen:   Teilchen im Potentialkasten (mit unendlich hohen Wänden)
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Wie schon früher, lösen wir die Differentialgleichung
 zweiter Ordnung durch einen Ansatz: 

A und B werden durch Einsetzen aus den 
  Randbedingungen bestimmt:
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Als erstes Beispiel wenden wir die stationäre Schrödingergleichung auf ein Problem an,
   das wir schon kennen:   Teilchen im Potentialkasten (mit unendlich hohen Wänden)
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Wie schon früher, lösen wir die Differentialgleichung
 zweiter Ordnung durch einen Ansatz: 

A und B werden durch Einsetzen aus den 
  Randbedingungen bestimmt:
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Als erstes Beispiel wenden wir die stationäre Schrödingergleichung auf ein Problem an,
   das wir schon kennen:   Teilchen im Potentialkasten (mit unendlich hohen Wänden)

L
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V
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x

Wie schon früher, lösen wir die Differentialgleichung
 zweiter Ordnung durch einen Ansatz: 

A und B werden durch Einsetzen aus den 
  Randbedingungen bestimmt:



926.2    Potentialtopf mit unendlich hohen Wänden
Als erstes Beispiel wenden wir die stationäre Schrödingergleichung auf ein Problem an,
   das wir schon kennen:   Teilchen im Potentialkasten (mit unendlich hohen Wänden)

L

En

E6

E5

E4

E3

E2

E1

V
(x

)

x

Wie schon früher, lösen wir die Differentialgleichung
 zweiter Ordnung durch einen Ansatz: 

A und B werden durch Einsetzen aus den 
  Randbedingungen bestimmt:



936.2    Potentialtopf mit unendlich hohen Wänden
Als erstes Beispiel wenden wir die stationäre Schrödingergleichung auf ein Problem an,
   das wir schon kennen:   Teilchen im Potentialkasten (mit unendlich hohen Wänden)

L

En

E6

E5

E4

E3

E2

E1

V
(x

)

x

Wie schon früher, lösen wir die Differentialgleichung
 zweiter Ordnung durch einen Ansatz: 

A und B werden durch Einsetzen aus den 
  Randbedingungen bestimmt:



946.2    Potentialtopf mit unendlich hohen Wänden
Als erstes Beispiel wenden wir die stationäre Schrödingergleichung auf ein Problem an,
   das wir schon kennen:   Teilchen im Potentialkasten (mit unendlich hohen Wänden)

L

En

E6

E5

E4

E3

E2

E1

V
(x

)

x

Wie schon früher, lösen wir die Differentialgleichung
 zweiter Ordnung durch einen Ansatz: 

A und B werden durch Einsetzen aus den 
  Randbedingungen bestimmt:



956.2    Potentialtopf mit unendlich hohen Wänden
Als erstes Beispiel wenden wir die stationäre Schrödingergleichung auf ein Problem an,
   das wir schon kennen:   Teilchen im Potentialkasten (mit unendlich hohen Wänden)

L

En

E6

E5

E4

E3

E2

E1

V
(x

)

x

Wie schon früher, lösen wir die Differentialgleichung
 zweiter Ordnung durch einen Ansatz: 

A und B werden durch Einsetzen aus den 
  Randbedingungen bestimmt:



966.2    Potentialtopf mit unendlich hohen Wänden
Als erstes Beispiel wenden wir die stationäre Schrödingergleichung auf ein Problem an,
   das wir schon kennen:   Teilchen im Potentialkasten (mit unendlich hohen Wänden)

L

En

E6

E5

E4

E3

E2

E1

V
(x

)

x

Wie schon früher, lösen wir die Differentialgleichung
 zweiter Ordnung durch einen Ansatz: 

A und B werden durch Einsetzen aus den 
  Randbedingungen bestimmt:

oder 



976.2    Potentialtopf mit unendlich hohen Wänden
Als erstes Beispiel wenden wir die stationäre Schrödingergleichung auf ein Problem an,
   das wir schon kennen:   Teilchen im Potentialkasten (mit unendlich hohen Wänden)

L

En

E6

E5

E4

E3

E2

E1

V
(x

)

x

Wie schon früher, lösen wir die Differentialgleichung
 zweiter Ordnung durch einen Ansatz: 

A und B werden durch Einsetzen aus den 
  Randbedingungen bestimmt:

oder 

Diskrete Impulswerte:                             



986.2    Potentialtopf mit unendlich hohen Wänden
Als erstes Beispiel wenden wir die stationäre Schrödingergleichung auf ein Problem an,
   das wir schon kennen:   Teilchen im Potentialkasten (mit unendlich hohen Wänden)

L

En

E6

E5

E4

E3

E2

E1

V
(x

)

x

Wie schon früher, lösen wir die Differentialgleichung
 zweiter Ordnung durch einen Ansatz: 

A und B werden durch Einsetzen aus den 
  Randbedingungen bestimmt:

oder 

Diskrete Impulswerte:                             

Diskrete Energien: 



99Potentialtopf mit unendlich hohen Wänden (2)

Zugehörige Wellenfunktionen: 



100Potentialtopf mit unendlich hohen Wänden (2)

Zugehörige Wellenfunktionen: 

Normierungsbedingung: 



101Potentialtopf mit unendlich hohen Wänden (2)

Zugehörige Wellenfunktionen: 

Normierungsbedingung: 



102Potentialtopf mit unendlich hohen Wänden (2)

Zugehörige Wellenfunktionen: 

Normierungsbedingung: 

Anwendung der Schrödingergleichung liefert die gleichen Ergebnisse
   wie schon unsere früheren Überlegungen !



103Potentialtopf mit unendlich hohen Wänden (2)

Zugehörige Wellenfunktionen: 

Normierungsbedingung: 

Anmerkungen:  die Wellenfunktionen Ψ
n
(x) sind hier reell, 

       die vollständigen Wellenfunktionen
        sind aber komplexwertig; 
                                               wären natürlich auch gültige Lösungen 
     

Anwendung der Schrödingergleichung liefert die gleichen Ergebnisse
   wie schon unsere früheren Überlegungen !



1046.3  Potentialtopf 3d mit unendlich hohen Wänden 

Quantenteilchen im dreidimensionalen Kastenpotential



1056.3  Potentialtopf 3d mit unendlich hohen Wänden 

Quantenteilchen im dreidimensionalen Kastenpotential

stationäre Schrödingergleichung im Kasten:



1066.3  Potentialtopf 3d mit unendlich hohen Wänden 

Quantenteilchen im dreidimensionalen Kastenpotential

stationäre Schrödingergleichung im Kasten:

Produktansatz: 



1076.3  Potentialtopf 3d mit unendlich hohen Wänden 

Quantenteilchen im dreidimensionalen Kastenpotential

stationäre Schrödingergleichung im Kasten:

Produktansatz: 

Lösung durch Separation der Variablen,  führt zu drei Differentialgleichungen

  für                                   , wie wir sie eben ein einer Dimension hatten       

  



1086.3  Potentialtopf 3d mit unendlich hohen Wänden 

Quantenteilchen im dreidimensionalen Kastenpotential

stationäre Schrödingergleichung im Kasten:

Produktansatz: 

Lösung durch Separation der Variablen,  führt zu drei Differentialgleichungen

  für                                   , wie wir sie eben ein einer Dimension hatten       

  Lösung:                                                                    mit 

    



1096.3  Potentialtopf 3d mit unendlich hohen Wänden 

Quantenteilchen im dreidimensionalen Kastenpotential

stationäre Schrödingergleichung im Kasten:

Produktansatz: 

Lösung durch Separation der Variablen,  führt zu drei Differentialgleichungen

  für                                   , wie wir sie eben ein einer Dimension hatten       

  Lösung:                                                                    mit 

    

Eine Quantenzahl pro Raumdimension !



1106.3  Potentialtopf 3d mit unendlich hohen Wänden 

Quantenteilchen im dreidimensionalen Kastenpotential

stationäre Schrödingergleichung im Kasten:

Produktansatz: 

Lösung durch Separation der Variablen,  führt zu drei Differentialgleichungen

  für                                   , wie wir sie eben ein einer Dimension hatten       

  Lösung:                                                                    mit 

    

Eine Quantenzahl pro Raumdimension !



1116.3  Potentialtopf 3d mit unendlich hohen Wänden 

Quantenteilchen im dreidimensionalen Kastenpotential

stationäre Schrödingergleichung im Kasten:

Produktansatz: 

Lösung durch Separation der Variablen,  führt zu drei Differentialgleichungen

  für                                   , wie wir sie eben ein einer Dimension hatten       

  Lösung:                                                                    mit 

    

Eine Quantenzahl pro Raumdimension !

Zustände mit gleicher Energie bei unterschiedlichen Quantenzahlen

  nennt man „entartete Zustände“



112           Potentialtopf 3d (2) 

Visualisierung der Aufenthaltswahrscheinlichkeit 
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(1,1,1) (2,1,1) (2,2,1)

(2,2,2) (1,2,3) (3,3, 3)

https://demonstrations.wolfram.com/


1136.4 realistischer: Potentialtopf mit endlich hohen Wänden



1146.4 realistischer: Potentialtopf mit endlich hohen Wänden

Schrödingergleichung in den Bereichen (1), (2), und (3): 



1156.4 realistischer: Potentialtopf mit endlich hohen Wänden

Schrödingergleichung in den Bereichen (1), (2), und (3): 



1166.4 realistischer: Potentialtopf mit endlich hohen Wänden

Schrödingergleichung in den Bereichen (1), (2), und (3): 

Abkürzende Schreibweise: 



117Endlicher Potentialtopf  (2)

Anforderungen an die Wellenfunktion:



118Endlicher Potentialtopf  (2)

Anforderungen an die Wellenfunktion:



119Endlicher Potentialtopf  (2)

Anforderungen an die Wellenfunktion:



120Endlicher Potentialtopf  (2)

Anforderungen an die Wellenfunktion:



121Endlicher Potentialtopf  (3)

Ansatz: 

Gebiete (1) und (3): 



122Endlicher Potentialtopf  (3)

Ansatz: 

Gebiete (1) und (3): 

Wellenfunktion im klassisch verbotenen Bereich |x|>a exponentiell  gedämpft. 



123Endlicher Potentialtopf  (3)

Ansatz: 

Gebiete (1) und (3): 

Wellenfunktion im klassisch verbotenen Bereich |x|>a exponentiell  gedämpft. 

Gebiet (2):

Ansatz:  



124Endlicher Potentialtopf  (3)

Ansatz: 

Gebiete (1) und (3): 

Wellenfunktion im klassisch verbotenen Bereich |x|>a exponentiell  gedämpft. 

Gebiet (2):

Ansatz:  

Bedingungen zur Bestimmung der Parameter A, B, C und D  und der Energie E

Stetigkeit: 

Stetige Ableitung: 

Normierbarkeit: 



125Endlicher Potentialtopf  (3)

Ansatz: 

Gebiete (1) und (3): 

Wellenfunktion im klassisch verbotenen Bereich |x|>a exponentiell  gedämpft. 

Gebiet (2):

Ansatz:  

Bedingungen zur Bestimmung der Parameter A, B, C und D  und der Energie E

Stetigkeit: 

Stetige Ableitung: 

Normierbarkeit: 

lösbares Gleichungssystem



126Endlicher Potentialtopf  (4)

aus: F. Schwabl, Quantenmechanik (QM1), Springer 2007

Parameterwahl: 
   



127Endlicher Potentialtopf  (4)

aus: F. Schwabl, Quantenmechanik (QM1), Springer 2007

Parameterwahl: 
   



128Endlicher Potentialtopf  (4)

aus: F. Schwabl, Quantenmechanik (QM1), Springer 2007

Parameterwahl: 
   



129Endlicher Potentialtopf  (4)

Wellenfunktion verschwindet nicht im klassisch verbotenen Bereich ! 

aus: F. Schwabl, Quantenmechanik (QM1), Springer 2007

Parameterwahl: 
   



130Endlicher Potentialtopf (5)
                                     Es gibt auch numerische Lösungsverfahren

Methode: Diskretisierung von Ψ an n Stützstellen



131Endlicher Potentialtopf (5)
                                     Es gibt auch numerische Lösungsverfahren

Methode: Diskretisierung von Ψ an n Stützstellen



132Endlicher Potentialtopf (5)
                                     Es gibt auch numerische Lösungsverfahren

Methode: Diskretisierung von Ψ an n Stützstellen



133Endlicher Potentialtopf (5)
                                     Es gibt auch numerische Lösungsverfahren

Methode: Diskretisierung von Ψ an n Stützstellen



134Endlicher Potentialtopf (5)
                                     Es gibt auch numerische Lösungsverfahren

Methode: Diskretisierung von Ψ an n Stützstellen



135Endlicher Potentialtopf (5)
                                     Es gibt auch numerische Lösungsverfahren

Methode: Diskretisierung von Ψ an n Stützstellen

Eigenwertproblem in n-dimensionalem Raum
 lösbar mit wissenschaftlichen Standard-Bibliotheken 



136Endlicher Potentialtopf (5)
                                     Es gibt auch numerische Lösungsverfahren

Methode: Diskretisierung von Ψ an n Stützstellen

Eigenwertproblem in n-dimensionalem Raum
 lösbar mit wissenschaftlichen Standard-Bibliotheken 

mit scipy.linalg.eigh()

Ψ
, |Ψ

|²

Energieniveaus



137Endlicher Potentialtopf  (6)
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Lösung mit Mathematica: 

https://demonstrations.wolfram.com/


 

  Ende VL 07  

  und Zeit für Fragen ? 
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