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Zusammenfassung VL07: Schrodingergleichung

Schriodingergleichung

d
e Schrodingergleichung;: —2—?‘3 + Viz) y¥(E,t)= -.iﬁ,ﬁill(;f:t)
m N— — ot
Potential

e Wahrscheinlichkeit: | P(7,t) = [¥(Z,?)|* mit [ |U(Z,1)]° dV |=1

| S -._..,,.._.-*
=0+l =\l
i , : p* . d
e Schrodinger-Gleichung mit Impulsoperator: 5 + V() ¢ ¥(x,t) = ?ﬁ?
m G

— P = —ihV: Jmpulsoperator*



Zusammenfassung VL07: Schrodingergleichung (2) 3

e Weitere Operatoren:

d
— |BE =ih—
ot
x=z
- |V=V@)
p?
- |H= o + V(z) | ,Hamilton-Operator*

e Kenntnis der Wellenfunktion eines Systems erlaubt die Berechnung von Erwartungswerten! physikalischer Ob-

servablen aus dem zugehorigen Operator: | (o) = / O dV

— iibliche Schreibweise: (o) = (V|O|¥)

— auch die Standardabweichung o, oder V', die Varianz? lassen sich so berechnen:
70% = ((0- <0 >)?) =< 0? > — < 0 >?= (V|0?|¥) — (V|0|T)°

— Falls ¥ eine Eigenfuktion des Operators O ist, also gilt OV = oWV mit dem reellen Eigenwert o, so ver-
schwindet die Varianz, d.h. die Observable ist scharf bestimmt.



Zusammenfassung VL0O7: Schrodingergleichung (3) ¢

2m

T

H

2
e Stationire Schrodingergleichung: { r + V{;F}} V(7)) = E-¥(x)

p -

— (&, t) = U(T) - et

— |W(&)|* ist eine Wahrscheinlichkeitsdichte

ro+AT
— | Pz € [zg, 20 + Ax) = / |U(z)]? dz | (1-dim.)

o)

_|P@eAv) = / (Z)2 dV | (3-dim.)

JAV
; " ; - R s : d? —2m
e Einfache Systeme mit der stationdren Schrodingergleichung: T2 U(r)=(E—V)¥(zx) - 3
1. L

— E —V = 0: oszillierende Losung 22

— | By = T n?
— E —V < 0: exponentieller Abfall " 29mL?

2 T
~ W, =/ Fsin T n=1,2.3 ‘

e Potential-Kasten in 3 Dimensionen: | W(Z) = A - sin(k, - =) - sin(k,, - y) - sin(k. - 2) ‘

My gy, =T

— kzy2= ;

ryz Ty Ty, Ty — 1,2,3,

— Eine Quantenzahl pro Raumdimension

— Zustéinde mit unterschiedlichen Quantenzahlen, aber gleicher Energie nennt man entartete Zustinde.



AIIgemein: stiickweise konstante Potentiale °

Kfﬂ} j’/"'p[( "Wall



AIIgemein: stuckweise konstante Potentiale

chj j‘/u.?!( ali’ s

sl
X

d2
—— () = (V - E)Y(z)
X
(V-E) > 0: exponentiell gedampft
Ansatz: Aexp (kx) + Bexp (—kx)

(V-E) < 0: oszillierende Losung
Ansatz: Aexp(ikz) + Bexp(—ikx)

6



AIIgemein: stuckweise konstante Potentiale

UIJ___

chj j‘/u.?!( "Wall
st
"
d2
() = (V = E)y(x)
X
(V-E) > 0: exponentiell gedampft Randbedingungen:
Ansatz: Aexp (kx) + Bexp (—kx
p (k) D (—rw) / O — 1
(V-E) < 0: oszillierende Lésung o und %Y stetig an Grenzen

Ansatz: Aexp(ikz) + Bexp(—ikx)



AIIgemein: stuckweise konstante Potentiale

UIJ___

chj j‘/u.?!( "Wall
st
"
d2
() = (V = E)y(x)
X
(V-E) > 0: exponentiell gedampft Randbedingungen:
Ansatz: Aexp (kx) + Bexp (—kx
p (k) D (—rw) / O — 1
(V-E) < 0: oszillierende Lésung o und %Y stetig an Grenzen

Ansatz: Aexp(ikz) + Bexp(—ikx)

— Bedingungen an Koeffizienten (Gleichungssystem)
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6.5 Der Harmonische Oszillator

— in der klassischen Mechanik: Prototyp fur Schwingungen
— auch in der Quantenphysik aulerst wichtig zur (ndherungsweisen)
Beschreibung gebundener Zustande

11

Vix)

kA

b |




6.5 Der Harmonische Oszillator 12

— in der klassischen Mechanik: Prototyp fur Schwingungen Y
— auch in der Quantenphysik aulerst wichtig zur (ndherungsweisen)
Beschreibung gebundener Zustande

Vix)

kA

b =~

Hooke'sches Gesetzz: F = —Dx




6.5 Der Harmonische Oszillator

— in der klassischen Mechanik: Prototyp fur Schwingungen
— auch in der Quantenphysik aulerst wichtig zur (ndherungsweisen)
Beschreibung gebundener Zustande

Hooke'sches Gesetzz: F = —Dx

1
Potential: V' (x) = —Dxdx = §Dx2

13

Vix)

kA

b =~




6.5 Der Harmonische Oszillator

— in der klassischen Mechanik: Prototyp fur Schwingungen
— auch in der Quantenphysik aulerst wichtig zur (ndherungsweisen)
Beschreibung gebundener Zustande

Hooke'sches Gesetzz: F = —Dx
0 1
Potential: V' (x) = —Dxdx = §Dx2
Klass. Losung: D

harmonische Schwingung mit w = {/ —

14

Vix)

kA

b =~




6.5 Der Harmonische Oszillator 15

— in der klassischen Mechanik: Prototyp fur Schwingungen Y
— auch in der Quantenphysik aulerst wichtig zur (ndherungsweisen)
Beschreibung gebundener Zustande

Vix)

~kA
Hooke'sches Gesetz:. F = —Dux 2
0 1
Potential: V' (x) = —Dxdx = =Dx?
T 2 A o 4 7
Klass. Losung: D
harmonische Schwingung mit w = 4/ —
m
21
- _ _ b 22
Klass. Gesamtenergie: £ =T +V = — + —mw“x

2m 2



6.5

— in der klassischen Mechanik: Prototyp fur Schwingungen Y
— auch in der Quantenphysik aulerst wichtig zur (ndherungsweisen)
Beschreibung gebundener Zustande

Der Harmonische Oszillator

16

Vix)

~kA
Hooke'sches Gesetz:. F = —Dux 2
0
Potential: V' (x) = —Dxdx = =Dx?
T 4 o0 4 *
Klass. Losung: D
harmonische Schwingung mit w = 4/ —
m
21
- _ _ b 22
Klass. Gesamtenergie: £ =T +V = = + g Mwe

— Hamilton-Operator des harmonischen Oszillators (fir Schrodingergleichung)

2 2 h2 82

2
mw

X% =

2m 2

+ Hy)(z) = Ey(x)

x
2




Der Harmonische Oszillator (2) 17

'V
Variablentransformation zur Vereinfachung: Vix)
mw
=/ —x
Y h -




Der Harmonische Oszillator (2) 18

'V
Variablentransformation zur Vereinfachung: Vix)
mw
=/ —x
Y h i
02 mw 02 9 ho o
— = = —— — r = —y
0y? h Ox? mw




Der Harmonische Oszillator (2)

Variablentransformation zur Vereinfachung:

L mw
Y = ; x
82 mw 82 2 h 2
— 5 = Vw5 b = Y
0y? h Ox? mw

hw 8% hw
— S-Gl.: (— ;ayQ + 3 )M?J) = Ey(y)

19

Vix)

I

Lp4?




Der Harmonische Oszillator (2) 20

'V
Variablentransformation zur Vereinfachung: Vix)
mw
=/ —x
Y h i
02 mw 02 9 ho o
— = = —— — r = —y
0y? h Ox? mw

w 9 hw
— SGl: (_ ;ayz +5 >¢(y) = EY(y)

2
mltC—E% (8
0y?

= = 0)) vl = 0

& P+ (C -y ) =0




Der Harmonische Oszillator (3) 21

Losung der Differentialgleichung mit 1. Ansatz: Vi)

P() = Aexp (—%)

1

Lp4?




Der Harmonische Oszillator (3) 22

Losung der Differentialgleichung mit 1. Ansatz: Vi)
2
o) = Aexp (1)
2DA

2 2
P = —yexp (—%) ;

2




Der Harmonische Oszillator (3) 23

Losung der Differentialgleichung mit 1. Ansatz: Vi)

P(u) = Aexp (—%)

1

Lp4?




Der Harmonische Oszillator (3)

Losung der Differentialgleichung mit 1. Ansatz:
2
o) = Aexp (1)

2
V' = —yexp (—%) :

24

Vix)

1

Lp4?

L

2 2
no__ _y_ 2 _y_
P’ = eXp< 2>+y eXp< 2) -

< " =(y* —1) Ansatz I16st DGL fiir C=1



Der Harmonische Oszillator (3)

Losung der Differentialgleichung mit 1. Ansatz:

P(y) = Aexp (—%)

2
r_ ¥y
2 2
no__ _y_ 2 _y_
Y’ = eXp< 2>+yeXp< 2) -

25

Vix)

1

Lp4?

< " =(y* —1) Ansatz I16st DGL fiir C=1

2

2. Ansatz: ¥ (y) = A(y) exp (‘%)



Der Harmonische Oszillator (3) 26

Losung der Differentialgleichung mit 1. Ansatz: TV Vi)
2
o) = Aexp (1)
, 2DA’
r_ AW
@D T yexp ( 2 ) )
2 2
no__ _y_ 2 _y_
Y = exp( 2>—|—yexp< 2) D R

< " =(y* —1) Ansatz I16st DGL fiir C=1

2. Ansatz:  (y) = A(y) exp (_y_>



Der Harmonische Oszillator (3) 27

Losung der Differentialgleichung mit 1. Ansatz: tv
yz
bly) = Aexp (—7)
2 +DA
r_ Yy .
Y = —yexp <—?) ;

2 2
no_ ¥y 2 oy
Y = eXp( 2>+y exp( 2) -

< " =(y* —1) Ansatz 6st DGL fir C=1

Vix)

2

L]

R
\J
=

2. Ansatz: ZD(Z/) = A(y) exXp



Der Harmonische Oszillator (3) 28

Losung der Differentialgleichung mit 1. Ansatz: TV Vi)
2
o) = Aexp (1)
, 2DA’
r_ AW
@D T yexp ( 2 ) )
2 2
no__ _y_ 2 _y_
Y = exp( 2>—|—yexp< 2) D R

< " =(y* —1) Ansatz 6st DGL fir C=1

2. Ansatz: ZD(Z/) = A(y) exXp



Der Harmonische Oszillator (4)

= A" —2yA + (C — 1)A =0

neue DGL fur Koeffizientenfunktion

29

Vix)

1

Lp4?




Der Harmonische Oszillator (4) 30

= A" —2yA'+(C-1)A=0 W e

neue DGL fur Koeffizientenfunktion: ,Hermite‘sche DGL",

1

Lp4?




Der Harmonische Oszillator (4)

= A" —2yA + (C — 1)A =0

neue DGL fur Koeffizientenfunktion: ,Hermite‘sche DGL",
wird gelost durch die Hermite‘schen Polynome H,,

31

Vix)

1

Lp4?




Der Harmonische Oszillator (4) 32

bV
= A" -2yA"+ (C—-1)A =0 -

neue DGL fur Koeffizientenfunktion: ,Hermite‘sche DGL",
wird gelost durch die Hermite‘schen Polynome H,, L7 48
Losung durch Potenzreihenansatz:

n

=1 L 0 A ™




Der Harmonische Oszillator (4) 33

Y
= A" —2yA'+ (C-1)A=0 -

neue DGL fur Koeffizientenfunktion: ,Hermite‘sche DGL",
wird gelost durch die Hermite‘schen Polynome H,, L7 48
Losung durch Potenzreihenansatz:

n

'I/:]_ —A 0 A - X

n—1

Hy, =) jagy’~" = 3 (i+ Daiy
j=1 i=0



Der Harmonische Oszillator (4) >

+V
— A” — 2yA/ —+ (C — 1)14 = O Vix)

neue DGL fur Koeffizientenfunktion: ,Hermite‘sche DGL",
wird gelost durch die Hermite‘schen Polynome H,, L7 48
Losung durch Potenzreihenansatz:

n

Eﬂﬂy)ZZZE:adf

=1 A o0 4 °F
n n—1
H, =3 joy ™ = Y6+ Daay’
71=1 1=0

n—2

H) =>4 —2ay’ > = (i+1)(i + 2)aipoy’
j=2 1=0



Der Harmonische Oszillator (4) 35

+V
— A” — 2yA/ —+ (C — 1)14 = O Vix)

neue DGL fur Koeffizientenfunktion: ,Hermite‘sche DGL",
wird gelost durch die Hermite‘schen Polynome H,, L7 48
Losung durch Potenzreihenansatz:

n

=1 A o0 4 °F
n n—1
H) = Zjajyj_l = Z(Z + 1)a;+1y"
j=1 i=0
n n—2
H) =>4 —2ay’ > = (i+1)(i + 2)aipoy’
j=2 1=0

Einsetzen in Hermite‘'sche DGL.:

n—2

> (4D +2)aipoy’ =2y Y jajy' T+ (C—=1)) ay’ =0
1=0

i=0 j=1



Der Harmonische Oszillator (4) 36

+V
— A” — 2yA/ —+ (C — 1)14 = O Vix)

neue DGL fur Koeffizientenfunktion: ,Hermite‘sche DGL",
wird gelost durch die Hermite‘schen Polynome H,, L7 48
Losung durch Potenzreihenansatz:

n

=1 A o0 4 °F
n n—1
H) = Zjajyj_l = Z(Z + 1)a;+1y"
j=1 i=0
n n—2
H) =>4 —2ay’ > = (i+1)(i + 2)aipoy’
j=2 1=0

Einsetzen in Hermite‘'sche DGL.:

n—2

> (4D +2)aipoy’ =2y Y jajy' T+ (C—=1)) ay’ =0
i=0 7=1 ¢ 1=0

—2) jajy’+
j=1



Der Harmonische Oszillator (5)

Vergleich der Koeffizienten fur gleiche i — Rekursionsformel :

37

Vix)




Der Harmonische Oszillator (5)

Vergleich der Koeffizienten fur gleiche i — Rekursionsformel :

(i +2)(i + Dajra = (2i — (C — 1))

38

Vix)




Der Harmonische Oszillator (5) 39

Vergleich der Koeffizienten fur gleiche i — Rekursionsformel : Vi)
(i +2)(i + Dajio = (2i — (C — 1))a

DA

Die Potenzreihe muss fir alle y endlich bleiben 5
(wegen Normierbarkeit von W ):  ¥n(y) = Hn(y) exp (—%)




Der Harmonische Oszillator (5) 40

Vergleich der Koeffizienten fur gleiche i — Rekursionsformel : Vi)

(i +2)(i + Dajra = (2i — (C — 1))

Die Potenzreihe muss fir alle y endlich bleiben 5
(wegen Normierbarkeit von W ):  ¥n(y) = Hn(y) exp (—%)

— Abbruch bei a,,,=0




Der Harmonische Oszillator (5)

Vergleich der Koeffizienten fur gleiche i — Rekursionsformel :
(i +2)(i + Dajio = (2i — (C — 1))a
Die Potenzreihe muss fir alle y endlich bleiben 5
(wegen Normierbarkeit von W ):  ¥n(y) = Hn(y) exp (—%)
— Abbruch bei a,,,=0

—2n—(c—1)a, =0« C=2n+1

41

Vix)

DA




Der Harmonische Oszillator (5)

Vergleich der Koeffizienten fur gleiche i — Rekursionsformel :
(i +2)(i + Dajio = (2i — (C — 1))a
Die Potenzreihe muss fir alle y endlich bleiben 5
(wegen Normierbarkeit von W ):  ¥n(y) = Hn(y) exp (—%)
— Abbruch bei a,,,=0

—2n—(c—1)a, =0« C=2n+1

2F 1
Einsetzen : - — E = —)hw
insetzen: (C _ = (n + 2)

42

Vix)

DA




Der Harmonische Oszillator (5)

Vergleich der Koeffizienten fur gleiche i — Rekursionsformel :

(i +2)(i + Dajra = (2i — (C — 1))

Die Potenzreihe muss fir alle y endlich bleiben 5
(wegen Normierbarkeit von W ):  ¥n(y) = Hn(y) exp (—%)

— Abbruch bei a,,,=0

43

Vix)

—2n—(c—1)a, =0« C=2n+1

_2E 1

Einsetzen: C = _ = F=(n+ i)hw
Resultat: )
Zur Lésung ¥, (y) = H,(y) exp (—%) gehort
die Energie F, = (n+ %)hw




Der Harmonische Oszillator (5)

Vergleich der Koeffizienten fur gleiche i — Rekursionsformel :

(i +2)(i + Dajra = (2i — (C — 1))

Die Potenzreihe muss fir alle y endlich bleiben 5
(wegen Normierbarkeit von W ):  ¥n(y) = Hn(y) exp (—%)

— Abbruch bei a,,,=0

44

Vix)

—2n—(c—1)a, =0« C=2n+1

_2E 1

Einsetzen: C = _ = F=(n+ §)h¢u
Resultat: )
Zur Lésung ¥, (y) = H,(y) exp (—%) gehort
die Energie E, = (n + %)hw

1
Nullpunktsenergie §hw




Der Harmonische Oszillator (6)

Ohne Rechnung:

Hermite-Plynome, mit / [V ()]? =1

Ho(y) =1

H1(y) =2y

Hs(y) = 4y* — 2

Hy(y) = 16y* — 48y2 + 12

45



Der Harmonische Oszillator (6)

Ohne Rechnung:

Hermite-Plynome, mit / [V ()]? =1

Ho(y) =1

H1(y) =2y

Hs(y) = 4y* — 2

Hy(y) = 16y* — 48y2 + 12

46



Der Harmonische Oszillator (6)

Ohne Rechnung:

A )
\ E, ’
Hermite-Plynome, mit / [Vn ()2 =1 \\_//H\v’r\\\g/ /‘\\\U//‘;;f

TN /“\Es A
—_— \,/

Holy) =1 |
v
Hs(y) = 4y* — 2 gl
Hy(y) = 16y — /
A | /—WH_E{’&
S Gy amT

ho - - 3 W
lico/2 , S 5 ail ; L
0

diyjim

101e|1ZSQ " Jayosiuow.leH elpa



Pause

und Zeit fur Fragen ?



Der Harmonische Oszillator (7)

- numerische Losung

Numerische Losung mit
Ableitungsmatrix und Potential
an Stutzstellen:

(3 (Da) + (o)) (9) = BW)

2m

49



Der Harmonische Oszillator (7)

- numerische Losung

Numerische Losung mit
Ableitungsmatrix und Potential
an Stutzstellen:

(3 (Da) + (o)) (9) = BW)

2m

Postion x [V A/(mw)]



Der Harmonische Oszillator (7)

Numerische Losung mit
Ableitungsmatrix und Potential
an Stutzstellen:

(3 (Da) + (o)) (9) = BW)

2m

Zur Methode s. Erklarung am Beispiel
des endlichen Potentialtopfs:

Bestimmung der Eigenwerte und
Eigenvektoren einer Matrix mit
Methoden der linearen Algebra

- numerische Losung

Postion x [V A/(mw)]



Der Harmonische Oszillator (7)

Numerische Losung mit
Ableitungsmatrix und Potential
an Stutzstellen:

(o (D) + o))

2m

Zur Methode s. Erklarung am Beispiel
des endlichen Potentialtopfs:

Bestimmung der Eigenwerte und
Eigenvektoren einer Matrix mit
Methoden der linearen Algebra

Energie E [hw]

14

12

- numerische Losung

e

——4"-&::-—"=-=—--="'--—_-"—_-'—,.—.-‘—"=-.—_—=-'=:= L

Postion x [V A/(mw)]

Anmerkung: Auffallig ist, dass fur grof3e n die Aufenthaltswahrscheinlichkeit
am Rand, also an den klassischen Umkehrpunkten, grofer wird !



Der Harmonische Oszillator (8) 53
- numerische Losung (2)

Alternativ wird die Differentialgleichung zweiter Ordnung numerisch gelost

Vorgehensweise:

s Bestimmung eines Werts fur E, der die Randbedingung erflllt, durch Iteration
(z.B. mit Bisektion oder Newton-Verfahren)



Der Harmonische Oszillator (8) 54
- numerische Losung (2)

Alternativ wird die Differentialgleichung zweiter Ordnung numerisch gelost

Vorgehensweise:

s Umwandlung in ein System von Dgl. 1. Ordnung durch
Einflihren einer weiteren Funktion ¢ = v’

s Bestimmung eines Werts fur E, der die Randbedingung erflllt, durch Iteration
(z.B. mit Bisektion oder Newton-Verfahren)



Der Harmonische Oszillator (8) 55

- numerische Losung (2)

Alternativ wird die Differentialgleichung zweiter Ordnung numerisch gelost

Vorgehensweise:

s Umwandlung in ein System von Dgl. 1. Ordnung durch
Einflihren einer weiteren Funktion ¢ = v’

s \Wahl von Anfangsbedingungen am linken Rand

V(o) = o

Qb(ﬂfo) — W(CUO) = @0 d.h. Wahl eines Start-Werts fiir £

s Bestimmung eines Werts fur E, der die Randbedingung erflllt, durch Iteration
(z.B. mit Bisektion oder Newton-Verfahren)



Der Harmonische Oszillator (8) 56

- numerische Losung (2)

Alternativ wird die Differentialgleichung zweiter Ordnung numerisch gelost

Vorgehensweise:

s Umwandlung in ein System von Dgl. 1. Ordnung durch
Einflihren einer weiteren Funktion ¢ = v’

s \Wahl von Anfangsbedingungen am linken Rand

V(o) = o

Qb(ﬂfo) — W(CUO) = @0 d.h. Wahl eines Start-Werts fiir £

s | osung dieses Anfangswertproblems mit Standard-Verfahren (z.B. Runge-Kutta)
— Wert fir ¥ (x,) am rechten Rand.

s Bestimmung eines Werts fur E, der die Randbedingung erflllt, durch Iteration
(z.B. mit Bisektion oder Newton-Verfahren)



(interaktives) Beispiel

Didaktisch motiviertes Beispiel: Einstellung der Energie Uber Schieberegler

I
: 5
Energie zu niedrig, Energie passt, Energie zu hoch,
Wellenfunktion divergiert Randbedingung erfullt Wellenfunktion divergiert

S7

zuesn

uasoy I JlegJesuswexasiee)s sne [aidsieg



Harmonischer Oszillator: QM klassisch 58

Vergleich mit klassischer Aufenthaltswahrscheinlichkeit:


http://www-ekp.physik.uni-karlsruhe.de/~quast/Projects/QMinteraktiv/9.%20Atome.cdf
http://www-ekp.physik.uni-karlsruhe.de/~quast/Projects/QMinteraktiv/9.%20Atome.cdf

Harmonischer Oszillator: QM klassisch 59

Vergleich mit klassischer Aufenthaltswahrscheinlichkeit:

? Mit welcher Wahrscheinlichkeit befindet sich ein klassischer Oszillator
mit Periodendauer 7"am Ort x (wenn man immer wieder zuféllig nachschaut) ?



Harmonischer Oszillator: QM klassisch

Vergleich mit klassischer Aufenthaltswahrscheinlichkeit:

? Mit welcher Wahrscheinlichkeit befindet sich ein klassischer Oszillator
mit Periodendauer 7"am Ort x (wenn man immer wieder zuféllig nachschaut) ?

Aufenthaltswahrscheinlichkeit 9
wahrend einer halben Periodendauer 7 dw = Tdt

60



Harmonischer Oszillator: QM klassisch

Vergleich mit klassischer Aufenthaltswahrscheinlichkeit:

? Mit welcher Wahrscheinlichkeit befindet sich ein klassischer Oszillator
mit Periodendauer 7"am Ort x (wenn man immer wieder zuféllig nachschaut) ?

Aufenthaltswahrscheinlichkeit 9
wahrend einer halben Periodendauer 7 dw = Tdt

1
mitdt = dxg

dt
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Harmonischer Oszillator: QM klassisch

Vergleich mit klassischer Aufenthaltswahrscheinlichkeit:

? Mit welcher Wahrscheinlichkeit befindet sich ein klassischer Oszillator
mit Periodendauer 7"am Ort x (wenn man immer wieder zuféllig nachschaut) ?

Aufenthaltswahrscheinlichkeit 9
wahrend einer halben Periodendauer 7 dw = Tdt

1
mitdt = dxg

dt
1
— dW 0.6 de

1
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Harmonischer Oszillator: QM klassisch 63

Vergleich mit klassischer Aufenthaltswahrscheinlichkeit:

? Mit welcher Wahrscheinlichkeit befindet sich ein klassischer Oszillator
mit Periodendauer 7"am Ort x (wenn man immer wieder zuféllig nachschaut) ?

Aufenthaltswahrscheinlichkeit 9
wahrend einer halben Periodendauer 7 dw = Tdt

=

) 1 - ; S 0=
? ggi

S S - 30

_> dW 0.6 V(X)TdX 035 3 Qg
= w(r) X — S8 3
v(x)T n o 2.2

\( “ 0.10 | » ccl?g)-lg:

\ /| &s:

| 230

\'\ [ A ‘,x'f ggé

il | %33

@

S5 0

80

83



Harmonischer Oszillator: QM klassisch 64

Vergleich mit klassischer Aufenthaltswahrscheinlichkeit:

? Mit welcher Wahrscheinlichkeit befindet sich ein klassischer Oszillator
mit Periodendauer 7"am Ort x (wenn man immer wieder zuféllig nachschaut) ?

Aufenthaltswahrscheinlichkeit 9
wahrend einer halben Periodendauer 7 dw = Tdt

=

m I | ,_.,,“i |

-10 -2 0 3 10

[r—

S

1 . S 0=
. . & =
mltdt—dx—d_X \ c:—g_igg
clit g'—)rgE
1 - Q30
_> dW OC V(X)TdX 015} ggg)g
1
A 1 » P8
@ —
\ fl  igs
O»D 3 ®
\ /A oD
N N ' ;%3
a8 o =
‘ —ham
@
S50
80
23

Quantenmechanische und klassische Aufenthaltswahrscheinlichkeit
naher sich fur grof3e n an — Bohrs Korrespondenzprinzip


https://demonstrations.wolfram.com/

App zum Harmonischen Oszillator

Zur lllustration gibt es eine sehr schone Web-App von der St. Andrews University:

Simulation

al

Lil

Wahrscheinlichkeit pro Intervall,
(Wahrscheinlichkeitsdichte) P in 1/m

o
>

‘ Herausforderungen ‘ THOMPSON RIVERS @y UNIVERSITY @ University of St Andrews Q le S

Statistische Betrachtung eines Federpendels

o c o o
) N W W
o a & O
| l | |
I

e
—
o

©
—
<)

o
o
a

o
o
S

-5

4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Position, x (m)

v

In der klassischen Mechanik ist es maglich, X
die Position, Geschwindigkeit usw. eines Kdrpers zu
allen Zeiten zu bestimmen. In der Quantenphysik
kénnen hingegen nur Wahrscheinlichkeiten, bzw.
Wahrscheinlichkeitsdichten fir das Auftreten
bestimmter Messergebnisse angegeben werden.
Doch was ist so eine Wahrschinlichkeitsdichte? Hier
kannst Du die Wahrscheinlichkeitsdichte der

|y

1S"MMM//:SARY

Bewegung eines klassischen Teilchens bestimmen.

Steuerung (?)
Neue Messung St ~ Schnelles
Messreihe starten op Messen
Anzeigeoptionen
(_) Anzahl der beobachteten Ergebnisse 5::_?/.-]
#® Histogramm der Wahrscheinlichk eitsdichte \3'
|i| Theoretische Wahrscheinlichkeitsdichte
P fur Nqgr—> =
V| Theoretische Wahrscheinlichkeitsdichte (2)
P(x) fur Ax—0
Intervallbreite () 05m ® 10m

op-10]E||I0SO-[B2ISSE|0/SWIS/SUol
dpjn-oe’smalpue-

i

b/sols

ap-10}e||I0SO-[eoISSEe]
B|nwis/ap/SIAN
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https://demonstrations.wolfram.com/

6.6 Grundzustandsenergie und Unscharferelation 66

Wenn ein Teilchen in einem Potential gebunden ist, ist es dort lokalisiert
— die Ortsunscharfe Ax ist endlich


https://www.st-andrews.ac.uk/physics/quvis/de/simulations/sims/classical-oscillator-de/classical-oscillator-de.html
https://www.st-andrews.ac.uk/physics/quvis/de/simulations/sims/classical-oscillator-de/classical-oscillator-de.html
https://www.st-andrews.ac.uk/physics/quvis/de/simulations/sims/classical-oscillator-de/classical-oscillator-de.html

6.6 Grundzustandsenergie und Unscharferelation ¢

Wenn ein Teilchen in einem Potential gebunden ist, ist es dort lokalisiert
— die Ortsunscharfe Ax ist endlich

Aus der Unscharferelation AxzAp > g folgt ,

h
dass auch der Impuls eine Unscharfe haben muss: Ap > AL
x



6.6 Grundzustandsenergie und Unscharferelation 68

Wenn ein Teilchen in einem Potential gebunden ist, ist es dort lokalisiert
— die Ortsunscharfe Ax ist endlich

Aus der Unscharferelation AxzAp > g folgt ,

h
dass auch der Impuls eine Unscharfe haben muss: Ap > AL
x
mw mw
Beispiel harmonischer Oszillator; %o GXP(—%fEQ) — [tho|? o eXp(—7x2)



6.6 Grundzustandsenergie und Unscharferelation ©°

Wenn ein Teilchen in einem Potential gebunden ist, ist es dort lokalisiert
— die Ortsunscharfe Ax ist endlich

Aus der Unscharferelation AxzAp > g folgt ,

h
dass auch der Impuls eine Unscharfe haben muss: Ap > AL
x
mw mw
Beispiel harmonischer Oszillator; %o GXP(—%fEQ) — [tho|? o eXp(—7x2)
h

Das ist eine GauRverteilung mit Varianz (Az)? = Yo
mw



6.6 Grundzustandsenergie und Unscharferelation 70

Wenn ein Teilchen in einem Potential gebunden ist, ist es dort lokalisiert
— die Ortsunscharfe Ax ist endlich

Aus der Unscharferelation AxzAp > g folgt ,

h
dass auch der Impuls eine Unscharfe haben muss: Ap > AL
T
mw mw
Beispiel harmonischer Oszillator; %o GXP(—%fEQ) — [tho|? o eXp(—7x2)
Das ist eine GauRverteilung mit Varianz (Az)” = 5
mw
Die Varianz des Impulses ergibt sich mit <p>= 0 zu
A 1
(Ap)* = (o] P2 [tho) = ... = Shmw

2



6.6 Grundzustandsenergie und Unscharferelation 7

Wenn ein Teilchen in einem Potential gebunden ist, ist es dort lokalisiert
— die Ortsunscharfe Ax ist endlich

Aus der Unscharferelation AxzAp > g folgt ,

h
dass auch der Impuls eine Unscharfe haben muss: Ap > AL
T
mw mw
Beispiel harmonischer Oszillator; %o GXP(—%fEQ) — [tho|? o eXp(—7x2)
L . . . 2 h
Das ist eine GauRverteilung mit Varianz (Az)” = Sy
mw
Die Varianz des Impulses ergibt sich mit <p>= 0 zu
5 1
(AP)2 = (Yo| P? [tho) = ... = §hmw
h der Grundzustand des harmonischen Oszillators

= AxzAp = —
vap 2 erfullt die Unscharferelation exakt !




6.6 Grundzustandsenergie und Unscharferelation

Wenn ein Teilchen in einem Potential gebunden ist, ist es dort lokalisiert
— die Ortsunscharfe Ax ist endlich

Aus der Unscharferelation AxzAp > g folgt ,

h
dass auch der Impuls eine Unscharfe haben muss: Ap > AL
T
mw mw
Beispiel harmonischer Oszillator; %o GXP(—%fEQ) — [tho|? o eXp(—7x2)
L . . . 2 h
Das ist eine Gaulverteilung mit Varianz (Az)” = Sy
mw
Die Varianz des Impulses ergibt sich mit <p>= 0 zu
A 1
(AP)2 = (Yo| P? [¢0) = ... = §hmw
h der Grundzustand des harmonischen Oszillators
= AzAp = — L . _
2 erfullt die Unscharferelation exakt !

Auch bei anderen Potentialformen kann man die Unscharferelation
anwenden, um die Groenordnung des Impulses im Grundzustand
und damit die Grundzustandsenergie abzuschatzen : po ~ Ap

72



6.7 Ebene Welle und Teilchenstrom 73

Ein konstanter Teilchenstrom j kann durch  _
eine komplexe ebene Welle Aexpi(k - T — wt) beschrieben werden.
- L, h~
Esgiltt j=p 0= —k-|A]?
m

Typische Beispiele:
Streuung eines Teilchenstrahls an Potentialstufe und Potentialwall (1-dim.).

Transmission
» >

<-mm--- I >1 I
Reflexion Reflexion Transmissjon

! 1 1 1 1 L L L 1 L L 1 1 | L
g c
= o




6.7 Ebene Welle und Teilchenstrom 4

Ein konstanter Teilchenstrom j kann durch  _
eine komplexe ebene Welle Aexpi(k - T — wt) beschrieben werden.

h -

iy |A|2

m

Die stationare Schrodingergleichung ist anwendbar.

Es qilt: j:p-@’:

Typische Beispiele:
Streuung eines Teilchenstrahls an Potentialstufe und Potentialwall (1-dim.).

Transmission
» >

<-mm--- I >1 I
Reflexion Reflexion Transmissjon

! 1 L L L L L L 1 L L L L | L
L L
= ™




6.7 Ebene Welle und Teilchenstrom 75

Ein konstanter Teilchenstrom j kann durch  _
eine komplexe ebene Welle Aexpi(k - T — wt) beschrieben werden.

h -

iy |A|2

m

Die stationare Schrodingergleichung ist anwendbar.

Es qilt: j:p-@’:

Einlaufende ebene Welle: ¥, (z,t) = ‘% exp(tkx) exp(—iwt) = Y (x) exp(—iwt)
Uy (x,t)ist Losung der freien S-Gl.

1 () ist Losung der stationéren, freien S-Gl.

Typische Beispiele:
Streuung eines Teilchenstrahls an Potentialstufe und Potentialwall (1-dim.).

Transmission
» >

<-mm--- I >1 I
Reflexion Reflexion Transmissjon

! 1 L L L L L L 1 L L L L | L
L L
= !




Teilchenstrom an Potentialstufe 76

1 2
E>VO #’1 %
E 0 <0




Teilchenstrom an Potentialstufe r

1 2
E>VO 7)1 .
E V _ ] 0 x<0
ooty | V(x)_v()@(x)_{‘/oy>0
3 10

S-Gl. fur Gebiet 1:

h2 2
) () = E¢(z)
R




Teilchenstrom an Potentialstufe
E>V —r1 ) o8 2
>
: E | \t 0 <0
| l | LO IIIIIIII V(x):VO@(x):{ Vouy>0
: 10
S-Gl. fur Gebiet 1: S-Gl. fur Gebiet 2:
F2 2 . F2 2 ey
—%@w(@ Y(x) _%@1“@ = (E - V)y(x)
y 2mE y 2m(E -V
W= -T2y = kg pr= 2OV gy

/8



Teilchenstrom an Potentialstufe
E>V —r1 ) ot 2
>
: E | \t 0 <0
i | LO . V(x)zVo@(x)z{VOy>O
: 10
S-Gl. fur Gebiet 1: S-Gl. fur Gebiet 2:
E2 2 F2 2
5 9.2 (x) = Evy(x) 5 5.2 (r) = (B = V)y(x)
2mkE 2m(E -V
¢//__ hg ¢ — —k2¢ w//__ (h2 )w — —C]2¢

komplexe Schwingungsgleichungen mit unterschiedlichen Wellenzahlen

79



Teilchenstrom an Potentialstufe

1 2
E>V —r>
O E | \3 0 <0
T N V(x):%@(x):{‘/oy>0
5 10
S-Gl. fur Gebiet 1: S-Gl. fur Gebiet 2:
B2 2 B2 2
- — F e E
2m Ox? (z) Y(z) 211, D2 (z) = (B = V)p(z)
2mkE 2m(E -V
¢//__ = ¢ — —k2¢ w//:_ (h2 )w _ —C]2¢

komplexe Schwingungsgleichungen mit unterschiedlichen Wellenzahlen

Ansatz: 1 (x) = A (exp(ikz) + Rexp(—ikz)) Y1(x) = AT exp(iqr)

durchgehend reflektiert Transmission in
Gebiet 2



Teilchenstrom an Potentialstufe (2)

81



Teilchenstrom an Potentialstufe (2)

Stetigkeit von 1) und v’ bei x=0 :

82



Teilchenstrom an Potentialstufe (2)

Stetigkeit von 1) und v’ bei x=0 :

(1)9(0) = A(1 + R)

(2) (0) = AT }“R:T

83



Teilchenstrom an Potentialstufe (2)

Stetigkeit von 1) und v’ bei x=0 :

(1)1(0) = A(l +R) _
O=40+R V1 g

(2)9
(1 )¢/ = i1k A (exp(ikx) — Rexp(—ikx)) _ .
(2)y" = iqAT exp(iqr) } ik(l1 — R) = iqT

84



Teilchenstrom an Potentialstufe (2)

Stetigkeit von 1) und v’ bei x=0 :

(1)1(0) = A(l +R) _
O=40+R V1 g

(2)9
(1 )¢/ = i1k A (exp(ikx) — Rexp(—ikx)) _ .
(2)y" = iqAT exp(iqr) } ik(l1 — R) = iqT

— k(1-R)=q(1+R)
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Teilchenstrom an Potentialstufe (2)

Stetigkeit von 1) und v’ bei x=0 :

(1)1(0) = A(l +R) _
O=40+R V1 g

(2)9
(1 )¢/ = i1k A (exp(ikx) — Rexp(—ikx)) _ .
(2)y" = iqAT exp(iqr) } ik(l1 — R) = iqT

k —
= k(1—R) =q(1+R) @k—q:(kntq)R(:)R:k—JrZ

86



Teilchenstrom an Potentialstufe (2)

Stetigkeit von 1) und v’ bei x=0 :

(1)4(0) = A(1+R) }
(0) =

(2) 4 1+R=T
E ;W = i1k A (exp(ikx) — Rexp(—ikx)) }zk(l — R) =iqT

iqAT exp(iqx)

k —
= k(1—R) =q(1+R) @k—q:(kntq)R(:)R:k—Jqu]

2k
=~ T=1+R=—"—

k+g
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Teilchenstrom an Potentialstufe (2)

Stetigkeit von 1) und v’ bei x=0 :

(1)4(0) = A(1+R) }
(0) =

(2) 4 1+R=T
E ;W = i1k A (exp(ikx) — Rexp(—ikx)) }zk(l — R) =iqT

iqAT exp(iqx)
L _
= k(1-R)=q(1+R) & k-q=(k+qR < R:]HZ
2
:>T:1+R:—](J
k+g

Interpretation: Wahrscheinlichkeit fur Reflexion und Transmission
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Teilchenstrom an Potentialstufe (2)

Stetigkeit von 1) und v’ bei x=0 :

(1)4(0) = A(1+R) }
(0) =

(2) 4 1+R=T
E ;W = i1k A (exp(ikx) — Rexp(—ikx)) }zk(l — R) =iqT

iqAT exp(iqx)
L _
= k(1-R)=q(1+R) & k-q=(k+qR < R:]HZ
2
:>T:1+R:—](J
k+g

Interpretation: Wahrscheinlichkeit fur Reflexion und Transmission

s Reflexionskoeffizient: 7 = |R|”
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Teilchenstrom an Potentialstufe (2)

Stetigkeit von 1) und v’ bei x=0 :

(1) (0) = A(1+R) }
(0) =

(2) 4 1+R=T
E ;W = i1k A (exp(ikx) — Rexp(—ikx)) }zk(l — R) =iqT

iqAT exp(iqx)
L _
= k(1-R)=q(1+R) & k-q=(k+qR < R:]HZ
2
:>T:1+R:—](J
k+g

Interpretation: Wahrscheinlichkeit fur Reflexion und Transmission

s Reflexionskoeffizient: 7 = |R|”

s Transmissionskoeffizient: t =1 —r = g|T|2
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Teilchenstrom an Potentialstufe (3)

Grafische Darstellung der Losung
Parameterwahl: Vo=h=m=1; E=4/3
B g/k = 1/2 (Stufe hinauf) bzw. g/k = 2 (Stufe hinunter)
B Reflexionskoeffizient: r = 1/9, Transmissionskoeffizient: t = 8/9

91



Teilchenstrom an Potentialstufe (3) 92

Grafische Darstellung der Losung
Parameterwahl: Vo=h=m=1; E=4/3
B g/k = 1/2 (Stufe hinauf) bzw. g/k = 2 (Stufe hinunter)
B Reflexionskoeffizient: r = 1/9, Transmissionskoeffizient: t = 8/9

kL
»




Teilchenstrom an Potentialstufe (3)

Grafische Darstellung der Losung
Parameterwahl: Vo=h=m=1; E=4/3
B g/k = 1/2 (Stufe hinauf) bzw. g/k = 2 (Stufe hinunter)
B Reflexionskoeffizient: r = 1/9, Transmissionskoeffizient: t = 8/9

v

L J




Teilchenstrom an Potentialstufe (3) 94

Grafische Darstellung der Losung
Parameterwahl: Vo=h=m=1; E=4/3
B g/k = 1/2 (Stufe hinauf) bzw. g/k = 2 (Stufe hinunter)
B Reflexionskoeffizient: r = 1/9, Transmissionskoeffizient: t = 8/9

kL
»

4

s r % (0 Reflexion analog zu Licht an Grenze, nicht erwartet fiir klass. Teilchen



Teilchenstrom an Potentialstufe (3) 95

Grafische Darstellung der Losung
Parameterwahl: Vo=h=m=1; E=4/3
B g/k = 1/2 (Stufe hinauf) bzw. g/k = 2 (Stufe hinunter)
B Reflexionskoeffizient: r = 1/9, Transmissionskoeffizient: t = 8/9

v

4

Re(y)

s r % (0 Reflexion analog zu Licht an Grenze, nicht erwartet fiir klass. Teilchen

s Anderung der Wellenzahl k>g, nicht erwartet fiir klass. Welle



Teilchenstrom an Potentialstufe (3) 96

Grafische Darstellung der Losung
Parameterwahl: Vo=h=m=1; E=4/3
B g/k = 1/2 (Stufe hinauf) bzw. g/k = 2 (Stufe hinunter)
B Reflexionskoeffizient: r = 1/9, Transmissionskoeffizient: t = 8/9

v

4

Re(y)

s r % (0 Reflexion analog zu Licht an Grenze, nicht erwartet fiir klass. Teilchen

s Anderung der Wellenzahl k>g, nicht erwartet fiir klass. Welle

a rx (k — q)2 unabhangig von Laufrichtung der Welle



Teilchenstrom an Potentialstufe (4)

E=Vo Zum Ausprobieren:

Simulation mit Mathematica

Lad
T

Jpo-dejg|enusjodianQbulieness
/WI0D"WeJjjoM suolelisuowap//:sdiy
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Wellenpaket an der Potentialstufe 98

Animiertes Wellenpaket mit E>V,,

an der Potentialstufe
Link: Staatsexamensarbeit J. Rosenkranz, Karlsruhe (2013)

Losung der zeitabhangigen S-GI. mit Mathematica l """""""""""



https://demonstrations.wolfram.com/

Teilchenstrom an Potentialstufe (5)

1 2
E<VO it
) ¥ 0 <0
A V _ _
; 1
wie eben
h2 2
5 92 (x) = Ey(x)
2mE

== = kY

1 (x) = A (exp(ikx) + Rexp(—ikx))
durchgehend reflektiert


http://www-ekp.physik.uni-karlsruhe.de/~quast/JRosenkranz_QM/JRosenkranz_QM.pdf

Teilchenstrom an Potentialstufe (5)

1 2
E<V, |
) ! 0 <0
A V _ _
. iy . V@) =Wbl) = { Voy>0
2 10
wie eben S-Gl. fur Gebiet 2:
ﬁQ 2 h2 2
5 92 (z) = E¢(x) 5 5.2 () = (B —=V)¢(x)
2mkE 2m(E -V
w// . = w — _k2w w// — (h2 )w — Ii2¢
i) — A fezslliim) 4 Bempi—i) | k=
U1(z) = AT exp(kz)
durchgehend reflektiert
Dampfung in Gebiet 2

10



Teilchenstrom an Potentialstufe (5)

1 2
E<VO it
) 8 ! 0 <0
A V _ _
. iy . V@) =Wbl) = { Voy>0
2 10
wie eben S-Gl. fur Gebiet 2:
h2 2 h2 2
5 92 (z) = E¢(x) 5 5.2 () = (B —=V)¢(x)
2mE 2m(E -V
w// . h2 w — _k2w w// — (hz )w — Ii2¢
i) — A fezslliim) 4 Bempi—i) | k=
U1(z) = AT exp(kz)
durchgehend reflektiert
Dampfung in Gebiet 2

Losungen der Stetigkeitsbedinungen:
k— 1k

R —
k+ ik

—r=|R’=R'R=1

immer vollstandige Reflexion !

10



T =

Teilchenstrom an Potentialstufe (6)

2k
k+ 1k

ik Ak . o
p— W2 rein imaginar,
- k 7] ZkQ + K2 70 kein Teilchenstrom!

10:



Teilchenstrom an Potentialstufe (6)

2k

T =
k+ 1K

ik Ak . o
_ W2 rein imaginar,
-t k 7] ZkQ + K2 70 kein Teilchenstrom!

Wellenfunktion dringt um Lange —
K

in klassisch verbotenen Bereich ein ( 1 o« exp(—kx) )

10.



Teilchenstrom an Potentialstufe (6)

2k K 4kk T S
T — _ YRym2 rein imaginar,
k+ 1k ! k 7] ZkQ + K2 70 kein Teilchenstrom!

Wellenfunktion dringt um Lange —
K

in klassisch verbotenen Bereich ein ( 1 o« exp(—kx) )

E<V
0 \
. | /7N \ o \ .;"F\-.I ..: .I .;_f\\ll _'..f/a-\
/\ / N / \ I\ f | | \\
\Nf,{f \‘:-. / \j; ~— 1". ] ."! \ ] . .-;
/ i ' ,"'
\M/ \\ igh 4 1 I"\II I.-"II II"-.I I.."II St
ot \/ .

Far E<V,, wird der gesamte Strom reflektiert,

die Wellenfunktion dringt aber — exponentiell abfallend -
in den klassisch verbotenen Bereich ein !

10



6.8 Streuung eines Teilchenstroms am Wall 10:

Far E<V, dringt die Wellenfunktion in den

N T A RN klassisch verbotenen Bereich ein.
ff '-\1III | I IJIrl.l '-.I;l .: rl.-'! R Y y L
VIRVERVRY = Was ware, wenn die Stufe kiirzer ware ?
Iml- 1 1 Im |||||||| . -| 1 _|
"\II II"-. ' ,
.IIII. I",l. .I."I
\\./ \‘x.rf




6.8 Streuung eines Teilchenstroms am Wall 106

[ | Far E<V dringt die Wellenfunktion in den
ff\ [ ] f\ i klassisch verbotenen Bereich ein.
ff IIF" [ L > ~ . . .
VYIRVERVRY —___ Was ware, wenn die Stufe kiirzer wére ?
ml_ : Y P — —
fo— [\ ~————— 1
/ \
\ I.-" \ .
\ .I'HI III"I. /
\\./.l \‘x.rf
El Potentialwall
Vol
> 0 <0
Transmission —
—> Reflexion oy V(:C) - Wwil<z<a
e 0 z>a
a X




6.8 Streuung eines Teilchenstroms am Wall 10

Far E<V, dringt die Wellenfunktion in den
Al -m ~ klassisch verbotenen Bereich ein.

A\ \/_\/ ———___ Was wére, wenn die Stufe kirzer wére ?

El Potentialwall

> o 0 <0
— Reflexion Transmission V(x) _ Vo0<x<a

>
===m=== ;X 0 z>a

mittlerweile offensichtlich : Cexp(—kz)+ Dexp(kz) 0<z<a

Ansatze Aexp(ikx) + Bexp(—ikx) x <0
(x) =
Fexp(ikx) + Gexp(—ikz) x>a



6.8 Streuung eines Teilchenstroms am Wall 108
Far E<V, dringt die Wellenfunktion in den
N | IAL [ AR\ klassisch verbotenen Bereich ein.
ATETENEE N
[\ _\ ,.:’ \:.,. '_ ,.f ~—~———_ Was ware, wenn die Stufe kirzer ware ?
T ¥ i | S 12t | | L P r——
| II". Illu""‘a-,._,.-f’".lll III."“‘MH_,__-—-—-—— 10
¥ \/
El Potentialwall
Vol
> N 0 =<0
— Reflexion 'I'ransmlssmi] V(:C) = Wwi<z<a
=3z - 0 z>a
Ansatze Aexp(ikx) + Bexp(—ikx) x <0
mittlerweile offensichtlich : ¥(x) =< Cexp(—kz)+ Dexp(kx) 0<z<a
Fexp(ikx) + Gexp(—ikz) x>a

6 Parameter an zwei Grenzen zu bestimmen — langere Rechnung



Quantenteilchen am Potentialwall: Tunneleffekt 108
Ergebnis:

F)? 1

Transmissionskoeffizient ¢ = |A]2 —

3 — x exp(—ka)
1+ 4E(V8—E) sinh (K,CL) far ka >>1

Playsjauun /1yim/eipadiyim



Quantenteilchen am Potentialwall: Tunneleffekt 11
Ergebnis:

F? 1
A2

Transmissionskoeffizient ¢ = x exp(—ka)

V2 . 19
1+ 4E(V8—E) sinh (K,CL) fur ka >>1

Quantenteilchen ,tunneln® durch klassisch unuberwindbare Potentialbarrieren!

Playsjauun /1yim/eipadiyim



Quantenteilchen am Potentialwall: Tunneleffekt

Ergebnis:

11

. . F|2
Transmissionskoeffizient ¢ = —

1

A2

V2 :
1+ 55 sinh?(ka)

x exp(—ka)

fur ka >>1

Quantenteilchen ,tunneln® durch klassisch unuberwindbare Potentialbarrieren!

ITI?

0,8+

0,6+

0,4+

0,2+

Ka

- 0,17

— 0,2

~ 0,4

—08"

=110
— 2,0
= 4,0

Playsjauun /1yim/eipadiyim




Quantenteilchen am Potentialwall: Tunneleffekt

Ergebnis:

11.

- . F|2
Transmissionskoeffizient ¢ = —

1

A2

V2 :
1+ w0 sinh?(ka)

x exp(—ka)

fur ka >>1

Quantenteilchen ,tunneln® durch klassisch unuberwindbare Potentialbarrieren!

1+

0,8+

Tunneleffekt Hat wichtige Bedeutung _

fur Physik und Technik: 06

— Kernzerfalle, Kernfusion '
— Chemische Reaktionen

— Molekulare Ubergange (z.B. NHs-Molekiil)

ITI?

0,4+

— Supraleitung

Ka

- 0,17

0,2
- 0,4
- 0,8
ee= 1,0
— 2,0
= 4,0

Playsjauun /1yim/eipadiyim

— Elektronische Bauteile (, Tunneldiode®) 0
— Rastertunnelmikroskop

— Lesekopfe in modernen Festplatten

— Flash-Speicher



Grafische Darstellung mit Wellenpaketen 11;

S. Brandt, H.D. Dahmen: Quantenmechanik in Bildern, Spektrum, 2015 (Youtube Kanal)



Tunneleffekt mit Wellenpaket 11

Windows-Programm Alea (1998),
erlaubt Einstellung der Parameter
uber Schieberegler

Leider nicht mehr verfugbar
(Entwicklung Uni. Mainz, Vertrieb Klett Verlag).

ﬂ ﬂl g Aufenthaltswahrscheinlichkeit filr
Region 1 Region 3
Potentialhohe I | ] ]
— 100.0% 00 % 00 %
Min Max



https://www.springer.com/de/book/9783662463864
https://www.youtube.com/channel/UCbnXjwiMJRXuYia7IjavNIQ

Computersimulation: Tunneleffekt

Simulation mit Mathematica

], Re[w], Im[y] . potential , total energy

l” 1“!7»

il

IMI

lw]. Re[w], Im[y], potential , total energy
f=40089, |H| =586

Konkretes Beispiel NHj:

Stickstoffatom tunnelt mit einer
Frequenz von ~2 GHz zwischen
der linken und rechten Position

/1 UISo1weuAQuINIUEND)/WOD WY OM SUoleljsuowap//:sdny

11.



Anwendung: Rastertunnelmikroskop 11

Rastertunnelmikroskop: engl.: STM = scanning tunneling microscope
(G. Binnig, H. Rohrer, 1979)

® Abtasten von Proben- < Steuerspannungen
oberflachen mit sehr feiner
Spitze (1 Atom!) s
£E
® Elektronen tunneln von §§
. . Q
SpItZE.‘ zu Oberflache a L Tunnelstrom- Abstandsregelung
£ Verstarker und Scansteuerung
B Konstanter Abstand zur
Oberflache — konstanter

Tunnelstrom It (pA bis nA)

—_—
—_——
—_—
—_——

A
N

\\
Tunnelspannung N
! N
~ N

Datenaufbereitung
und Anzeige


https://demonstrations.wolfram.com/QuantumDynamicsIn1D/

Ende VL 08

und Zeit fur Fragen ?



Mehrere Teilchen 11

Prinzip: Quantenteilchen der gleichen Sorte sind ununterscheidbar.
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Mehrere Teilchen

Prinzip: Quantenteilchen der gleichen Sorte sind ununterscheidbar.

Betrachten zwei gleiche Teilchen, die sich von oben nach unten bewegen:

In der klassischen Physik erlaubt
die Verfolgung der Teilchenbahnen,
zu entscheiden, ob Teilchen 1

links oder rechts angekommen ist.

@ 2

112 an ¥

In der Quantenphysik sind die
Bahnen verschmiert; es ist nicht
zu entscheiden, wo sich Teilchen
(1) bzw. (2) am Ende befinden.




Zwel Teilchen im Kasten

Beispiel:
zwei nicht miteinander wechselwirkende Teilchen im Kasten,
beschrieben durch eine gemeinsame Wellenfunktion ¥ (x1, T2, t)

Stationare S-Gl.

{_ h < o° + o )+V(x1,x2)}@b(x1,:1:2)zEw(wla@)

2m \ 0%x7 = 02%x3
mit =0 im Kasten; Produktansatz ¥ (x1,z2) = ¥1(x1) - ¥2(z2)
= Un,m (21, 22) = Yr(21)Ym (22)

T 2T

2.B. 1 5 = Asin(Tl)sin( z 2)

Teilchen 1 im Zustand 1, Teilchen 2 im Zustand 2,
< T >= /$1¢1,2($1,$2)dX1dX2 = /X1¢1(X1)dx1
< To >= /$2¢1,2($1,$2)dX1dX2 = /X2¢2(X1)dX2

d.h. die Teilchen sind unterscheidbar !

12.




Zwei Teilchen im Kasten (2) 121

Ununterscheidbar bedeutet:

|¢(£U1, 5172)|2 = |¢(~”E2, $1)|2 d.h. kein Unterschied bei Teilchenaustausch

Y(x1,x2) und ¥ (xs, x1) dirften aber unterschiedlich sein !

Erinnerung: Die Schrodingergleichung ist eine lineare DGL
— Linearkombi atidiviesnwosthdssmgen sind auch Losungen

Bilden also Linearkombinationen, die |1y, n (21, 22)|* = |¥n.m (22, 21)|? erfiillen
zwei Moglichkeiten:
1.) wf,m(xl, z2) = A (Yn(21)m (22) +hn(22)Ym (21) )
2.) wﬁ,m(xla 5172) = A <¢n(x1>wm($2) _ wn($2)¢m(x1) )
¢S(:E17 T9) = +¢S(:v2, 1) symmetrisch

bei Teilchenaustausch
¢A(£U1, T2) Ze‘w“‘(xg, x1) antisymmetrisch



Zwei Teilchen im Kasten und Pauli-Prinzip 12

bemerkenswert: w,f,n(xl, r9) =0

Zwei Teilchen, die durch eine bei Teilchenaustausch
asymmetrische Wellenfunktion beschrieben werden, @ _____ @
konnen nicht im gleichen Zustand sein !

Pauli-Prinzip !

Tatsachlich gibt es in der Natur zwei Sorten Teilchen:

Bosonen haben symmetrische Wellenfunktionen
z.B. Photon, manche Atomkerne

Fermionen haben asymmetrische Wellenfunktionen,
d.h. fur sie gilt das Pauli-Prinzip

z.B. Elektron, Proton, Neutron, manche Atomkerne, Quarks, ...

Anmerkung: hangt vom ,Spin“ (= Eigendrehimpuls) der Teilchen ab
ganzzahlig: 0,1, 2, ... — Boson
halbzahlig: %, 1%, 2V ... — Fermion



Viele Teilchen im Kasten

Das Pauli-Prinzip — oder besser:
die unter Teilchenaustausch antisymmetrische Wellenfunktion

hat wichtige Konsequenzen in Vielteilchensystemen

(— spater)

Simulation Herausforderungen THOMPSON RIVERS o UNIVERSITY @ University of St Andrews Q UVI [3
Teilchen im unendlich hohen Potentialtopf
e T Y LA T ke P ' ? Links siehst Du die Energieniveaus eines unendlich X
hohen Potentialtopfs. Du kannst Teilchen auf die einzelnen
Grundzustand Niveaus verteilen, wobei du jeweils die Anzahl der Teilchen
und deren Art (Boson oder Fermion) einstellen kannst.
Wenn alle Teilchen verteilt sind, wird Dir rechts die
zugehorige Gesamtenergie des Zustands angezeigt; links
siehst Du zusatzlich, den wievielten Anregungszustand (bis
E,=16E, ' " """""""""""""" zum sechsten) Du eingestellt hast.
Energie des Systems
—oE, [ 4N - RRUEENORERS———— E = 2E; + 2E; + 2E; + 2E4 + OE
E;=ok, | 4 Jl Esystem = 2E; 2+ 2E3 + 2E4 5
| Verteilung zuriicksetzen | (?)
eae, [ s ot Art und Anzahl der Teilchen
Bl ' _____ ‘ __________________________ Identische Bosonen (Spin 0) (2)
@ Identische Fermionen (Spin ¥2) 3 .
| | | | Fermionen B
N=3 4 5 6 74 8
Spin rauf Spin runter A s

Wiy ap-|

(qe/\/\,lu!—sep!ued/sw!S/suonemw
MNoB SMmaJlpue-1s mmm//:sdny

-so|oled/ep-
b/sogs/&

lomyul
IS/op/SIAN

12



Ende VLOS

und Zeit fur Fragen ?


https://www.st-andrews.ac.uk/physics/quvis/de/simulations/sims/particles-infwell-de/particles-infwell-de.html
https://www.st-andrews.ac.uk/physics/quvis/de/simulations/sims/particles-infwell-de/particles-infwell-de.html
https://www.st-andrews.ac.uk/physics/quvis/de/simulations/sims/particles-infwell-de/particles-infwell-de.html
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