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Zusammenfassung V09: Zweiteilchensysteme

Zwei identische Quanten-Teilchen
@ @ sind ununterscheidbar

Beispiel: 2 Teilchen im Potentialkasten:

@ @ |¢n,m($17$2>|2

- an..m(-'rl-.-'riz) — 'E-[J'”.[:;j.':l} ' "'1"”;..{:.'1?2)

— |wn,m(x27 1131)|2

16st Schrodinger-Gleichung

Ununterscheidbare Linearkombinationen:
g,m(xlv xQ) = A <¢n(x1)¢m($2) + ¢n($2)¢m(ﬂ71) )
wﬁ,m(xla r2) = A (VYn(21)Ym(T2) — Yn(T2)Ym(T1))

* -+ Bosonen

+ -: Fermionen

x W, =0 fiir Fermionen: Pauli-Prinzip
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(ohne Messung) bleiben, werden durch eine gemeinsame Wellenfunktion beschrieben -
ihre Zustande sind verschrankt.
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Bell'sche Ungleichung flr zwei polarisations-verschrankte Photonen,
die mit zwei Polarisatoren unter dem Differezwinkel ¢ gemessen werden:
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Quantenmechanik verletzt die Bell‘'sche Ungleichung; viele Bestatigungen
seit 1982, immer noch aktuelles Forschungsthema.
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Wasserstoff (chem. Symb. H):

a das einfachste Atom
— Kern bestehend aus einem Proton m, = 938 MeV/c?

m,/ mg =1836 !
— ein Elektron m, = 511 keV/c? p’ e

s einzige Kraft: Coulomb-Anziehung — Elektron im Coulomb-Potential des Protons
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Wasserstoff (chem. Symb. H):

a das einfachste Atom
— Kern bestehend aus einem Proton m, = 938 MeV/c?

m,/ mg =1836 !
— ein Elektron m, = 511 keV/c? p’ e

s einzige Kraft: Coulomb-Anziehung — Elektron im Coulomb-Potential des Protons

s bereits ein sehr kompliziertes Quantensystem

— Berechnung mit Schrodinger-Gleichung
als sehr gute Naherung

— plus diverse Korrekturen




Erinnerung VO5: Bohrs Atommmodell 19

Bohr sches Modell =

Rutherford-Modell (schwerer, kleiner Kern und leichtes Elektron auRen) + Postulate,
um experimentelle Ergebnisse zu reproduzieren:

Die Bohr‘schen Postulate:

1) Es gibt diskrete, stationare Bahnen, auf denen
Elektronen strahlungslos umlaufen.

2) (Frequenzbedingung) Beim Ubergang zwischen
zwei stationaren Zustanden (Bahnen) wird die

Energiedifferenz in Form von Photonen aufge-
nommen / abgegeben: £ =hv=F, — E,,
3) (Quantenbedingung) der Bahndrehimpuls

nimmt nur Vielfache von # an:

- h
|L| = |7 x p] = nh = ;—, n=1273..

™

Postulat 3 ,erklart” durch Materiewellen von
de Broglie: ,Elektron-Welle auf klassischer Kreisbahn !?*
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Historisch zunachst behandelt als Anwendung des Bohr‘schen Atommodelis:
— Bohrs Postulate + klassische Rechnung

— liefert korrekte Werte der diskreten Energieniveaus

1 mee?

E,=—= :

" 2 (4meg)?h?  n?

— experimentell Uberpriafbar durch Lage der Spektrallinien des Wasserstoffs:
1 1

B—h= e p (- )

A ni UD)

mit Grundzustandsenergie F; = —13.6eV

Amegh?

Mee?

Der Radius der innersten Bohr‘'schen Bahn ist &g =

Bohr‘scher Raduis,
nur von fundamentalen
Naturkonstanten abhangig

Der Bahnbegriff im Bohr‘'schen Modell ist aber in der Quantenmechanik
nicht haltbar. Zur stabilen Lokalisierung eines Elektrons in der Nahe des
Protons ist z.B. kein Drehimpuls notwendig (— spater)
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Kugelwelle eingeschrankt durch Coulomb-Potential
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Kugelwelle eingeschrankt durch Coulomb-Potential
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Schrodingergleichung fur das H-Atom
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Elektron im Coulomb-Potential des Protons:
— Zweiteilchenproblem (analog Kepler-Problem)
s aus der klassischen Mechanik bekannt:
Behandlung im Schwerpunktsystem,
EinfUhrung einer ,reduzierten Masse® u: me — = ———— >~ m,
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Elektron im Coulomb-Potential des Protons:
— Zweiteilchenproblem (analog Kepler-Problem)
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s Hamilton-Operator: H = | ——V? —
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s Stationare Schrédingergleichung: Hu (%) = E(T)
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Elektron im Coulomb-Potential des Protons:
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. . : « Me My
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e p
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Elektron im Coulomb-Potential des Protons:
— Zweiteilchenproblem (analog Kepler-Problem)
s aus der klassischen Mechanik bekannt:
Behandlung im Schwerpunktsystem,

. . : « Me My
EinfUhrung einer ,reduzierten Masse® uy: m. — p = T >~ Me
e p
. h2 . 62
s Hamilton-Operator: H = [ ——V? —
210 dmegr
s Stationare Schrédingergleichung: Hu (%) = E(T)
s Kugelsymmetrie des Problems ”

— Kugelkoordinaten

T rsin © cos @
=y | =| rsin@sind
z r cos @

mit 2 :x2+y2+22

Volumenelement: dV = r?sin© dr d© d®
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Benotigen partielle Ableitungen nach r, ©, und @
— Laplace-Operator in Kugelkoordinaten
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Benotigen partielle Ableitungen nach r, ©, und @
— Laplace-Operator in Kugelkoordinaten

V? = 19 7“22 + ! 0 sim@i + ! o
- r29r or r2sin © 06O 0O r2 sin® © 0P2

Radialteil Winkelteil
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Benotigen partielle Ableitungen nach r, ©, und @
— Laplace-Operator in Kugelkoordinaten

V? = 19 7“22 + ! 0 sim@i + ! o
- r29r or r2sin © 06O 0O r2 sin® © 0P2

Radialteil Winkelteil

Separationsansatz: ¥ (r,0,®) = R(r) - T(O) - P(P)
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Benotigen partielle Ableitungen nach r, ©, und @
— Laplace-Operator in Kugelkoordinaten

V? = 19 7“22 + ! 0 sim@i + ! o
- r29r or r2sin © 06O 0O r2 sin® © 0P2

Radialteil Winkelteil

Separationsansatz: ¥ (r,0,®) = R(r) - T(O) - P(P)

—> L O (T28—R)-T-P—|— ! 0 (Sin@a—T)-R-P

r2 Or or r2 sin © OO )

1 9?P 214
"R-T+ = (E-V(r))RTP =0
+ 7“2 SiIl2 @) 8¢2 + h2 ( (?“))
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s Winkelanteil ist universell fur alle kugelsymmetrischen Potentiale ¥(r)
s analytisch exakt berechenbar,
aber mit sehr viel Schreibaufwand verbunden (s. z. B. Demtréder, Physik 3)

daher hier nur eine Losungsskizze:



7.2 Winkelanteil der H-Wellenfunktion

32

s Winkelanteil ist universell fur alle kugelsymmetrischen Potentiale ¥(r)
s analytisch exakt berechenbar,
aber mit sehr viel Schreibaufwand verbunden (s. z. B. Demtréder, Physik 3)

daher hier nur eine Losungsskizze:

s zunachst @-abhangigen Teil abseparieren:

—— =0 C: Konstante bzgl. @



7.2 Winkelanteil der H-Wellenfunktion

33

s Winkelanteil ist universell fur alle kugelsymmetrischen Potentiale ¥(r)
s analytisch exakt berechenbar,
aber mit sehr viel Schreibaufwand verbunden (s. z. B. Demtréder, Physik 3)

daher hier nur eine Losungsskizze:

s zunachst @-abhangigen Teil abseparieren:
— S5 = 01 C,: Konstante bzgl. &
Ausnutzen der Periodizitat von @&:

P(®) = Aexp(im®) mitm = /C1 € Z

Normierung auf Intervall [0, 2] — A = \/;



7.2

Winkelanteil der H-Wellenfunktion

s Winkelanteil ist universell fur alle kugelsymmetrischen Potentiale ¥(r)

s analytisch exakt berechenbar,

aber mit sehr viel Schreibaufwand verbunden (s. z. B. Demtréder, Physik 3)

daher hier nur eine Losungsskizze:

s zunachst @-abhangigen Teil abseparieren:

1 0?P
—— =0 C: Konstante bzgl. @

Ausnutzen der Periodizitat von &:

P(®) = Aexp(im®) mitm = /C1 € Z

Normierung auf Intervall [0, 2T1] — A= L

21
s Einsetzen von C, fur P(®) in S-Gl.
1 10 oT m?
_) J— — =
Sn6 T 00 (Sm@ae) T ante @

Dgl. far T(©),
C,: Konstante bzgl. ©
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. t
mit der Ersetzung ¢ = cos © und damit g—@ = —sin(O))
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ot

mit der Ersetzung ¢ = cos © und damit 50 = sin(O))
0 0 m?
(1= —
ot (( t)8t>T+1—t2 el

Legendre‘sche Differentialgleichung,
losbar durch Potenzreihenansatz
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ot

mit der Ersetzung ¢ = cos © und damit 50 = sin(O))
0 0 m?
(1= —
ot (( t)8t>T+1—t2 el

Legendre‘sche Differentialgleichung,
losbar durch Potenzreihenansatz

—> Legendre-Polynome:
Tim =P (cos@)mitCy =1(l+1)und —1 <m <1
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mit der Ersetzung ¢ = cos © und damit g% = —sin(O))
0 0 m?
(1 == —
ot (( t)8t>T+1—t2 el

Legendre‘sche Differentialgleichung,
losbar durch Potenzreihenansatz

—> Legendre-Polynome:
Tim =P (cos@)mitCy =1(l+1)und —1 <m <1

damit: Losung fur den gesamten Winkelanteil:
Y,"(0,8) = P"(cosO) - Py(®)

,Kugelflachenfunktionen* (engl. ,Spherical Harmonics")
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ot
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T 27
Normierung, so dass / de sin@/ ABYH YD = 61y Oy gy 250 1 TUrm=m
0

0 und | =I°, sonst 0
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. t
mit der Ersetzung ¢ = cos © und damit g—@ = —sin(O))

2
0 ((1—t2)2>T+ KON/

Ot ot 1—¢2

Legendre‘sche Differentialgleichung,
losbar durch Potenzreihenansatz

—> Legendre-Polynome:
Tim =P (cos@)mitCy =1(l+1)und —1 <m <1

damit: Losung fur den gesamten Winkelanteil:
Y,"(0,8) = P"(cosO) - Py(®)

,Kugelflachenfunktionen* (engl. ,Spherical Harmonics")

T 27
Normierung, so dass / de sin@/ ABYH YD = 61y Oy gy 250 1 TUrm=m
0

0 und | =I°, sonst 0

aktueller Zwischenstand: ¢ (r,@,®) = R(r) - Y,"" (O, )
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https://de.wikipedia.org/wiki/Kugelflachenfunktionen

Die ersten Kugelflachenfunktionen

Yim | 1=0 1=1 |=2 1=3
m=-3 ,V “ sin® ¥ e %1%
m=-2 \ 3125 sin’ ¥ e 2% \ ;ga sin® ? cos ¥ e *¥

T - e . i =T : N
m= -1 ,‘f—snu?e e ,\f;—wsun? cosde ¥ v'[i—lnsun?(ﬁmszﬁ— 1) e ¥

| 7
m=0 ‘-.,-“341? vﬁcns*ﬂ ‘\"flﬁ (31:0'-1 Y — 1) )Vf— (51:13? ?9—3(:0%1?)
L : . i / .

m=1 _\/% sint e'¥ —V'gsm i cosd e’ —y/ % sin ¢/ (5 cos’ ¥ — 1] e'¥
m=2 V ;; sin” ¥ e*¥ v ;L:' sin® ¥ cos ¥ %%
m=3 ‘y’f ﬁ:f sin® o ¥ Y
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https://de.wikipedia.org/wiki/Kugelflachenfunktionen

Die ersten Kugelflachenfunktionen

Yim | 1=0 =1 =2 I1=3
m=-3 .vflg sin® ¥ e 9%
m=-2 1*’% sin’ ¥ e 2% )\'f ;ga sin® ? cos ¥ e *¥
m=—1 \xg sind e ¥ \x::?: sin1 costde ¥ V: sind (5cos® 9 — 1) e~
m=0 1;? \ 4—{'13'% v 1’% (3 cos® ¥ — 1) V ; ("1 cos® 9 — 3 cos t?}
m=1 v,_ sin e’ | — y"%ﬂiﬂ 9 cosd e’ —y j sin 1/ (a cos’ ¥ — 1) i
m=2 V {l; sin® o 2% \ﬁ ;r‘:' sin® 1 cos ¥ e2'¥
m=3 — {% sin® o % [s
Allgemein fir/20und -/ <m < [
204+ 1 (I — m)! .
"O,P) = ( ) P (cos ©) exp(im®)
4 (I +m)!
far negative m:
_ [ —m)!
P ™(cos@) = (—1)™ uﬂm(cos O)
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https://demonstrations.wolfram.com/SphericalHarmonics/

H

: 1=1, m=0 =1, m=1

=2, m=0

|I=3, m=0

=3, m=1 |=3, m=2 |=3, m=3



https://demonstrations.wolfram.com/SphericalHarmonics/

Einschub: Kugelflachenfunktionen
Vielfaltige Anwendungen in der Physik:

- hier: Form der Orbitale im H-Atom
- allgemein: Entwicklung kugelsymmetrischer Verteilungen nach Multipolen
— Monopol, Dipol, Quadrupoal,...

Aktuelles Beispiel:
Multipolentwicklung der kosmischen Hintergrundstrahlung

+

Multipole moment, £
P 2 10 50 500 1000 1500 2000 2500
% 6000f ' : ' ' ' ]
< .f". Atoms Dark
(" A |  — Zusammensetzung  4.9% Energy
o [ .
g f 1 der Materie- bzw. 68.3%
g wwp fo | Energiedichte Akt
R SN R R VA VA des Universums 26.8%
& L | I *'l;
8 1000f 1
% 1 { IﬁIW \
= % w1 0.2 or 007

Angular scale (Planck - Weltraumteleskop)
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Winkelanteil und Drehimpuls
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Was ist die physikalische Bedeutung der Quantenzahlen / und m ?

Angelehnt an die klassische Physik vermuten wir, dass bei Zentralpotentialen
auch in der Quantenphysik der Drehimpuls eine Rolle spielt.
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Was ist die physikalische Bedeutung der Quantenzahlen / und m ?

Angelehnt an die klassische Physik vermuten wir, dass bei Zentralpotentialen
auch in der Quantenphysik der Drehimpuls eine Rolle spielt.

Wie sieht also der Drehimpulsoperator aus ?
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Was ist die physikalische Bedeutung der Quantenzahlen / und m ?

Angelehnt an die klassische Physik vermuten wir, dass bei Zentralpotentialen
auch in der Quantenphysik der Drehimpuls eine Rolle spielt.

Wie sieht also der Drehimpulsoperator aus ?

A

L=Zx7 > L=%xxp=—ihTxV



7.3 Winkelanteil und Drehimpuls

50

Was ist die physikalische Bedeutung der Quantenzahlen / und m ?

Angelehnt an die klassische Physik vermuten wir, dass bei Zentralpotentialen
auch in der Quantenphysik der Drehimpuls eine Rolle spielt.

Wie sieht also der Drehimpulsoperator aus ?

L=Zx7 > L=%xxp=—ihTxV
A R
L, | =2 ;249
Yy 887: %z
Lz x(‘)_y_y%
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Was ist die physikalische Bedeutung der Quantenzahlen / und m ?

Angelehnt an die klassische Physik vermuten wir, dass bei Zentralpotentialen
auch in der Quantenphysik der Drehimpuls eine Rolle spielt.

Wie sieht also der Drehimpulsoperator aus ?

L=Zx7 > L=%xxp=—ihTxV

Lo\ (2
L, | =2 22 o4
Yy - aaz %z
Lz x(‘}_y_y%

umschreiben in Kugelkoordinaten:

__ cosBcos® 0O
. p, [ —sin D35 89 Sip @ g
L = — o COS@ __ cosOsin @
o i 5 sin®@ 0P

od



Winkelanteil und Drehimpuls (2)

. . ~ ~ 1 0 0 1 9?
2 _ T2 2 2 . _ j2 ; e
L% =L+ Lj + L; h (sin@@@ (Sm@a) + sin2@3€.52)

\ 7
~

= r> - Winkelteil des Laplace-Operators !
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. . ~ ~ 1 0 0 1 9?
12 =12+ 12 +12—= _}2 ; _
x Ty T h (Sin@ 00 (Sm@@) " sin2@8§52)

\ 7
~

= r> - Winkelteil des Laplace-Operators !

—  Winkelteil der Wellenfunktion, Y;(©,®) = Eigenfunktion von L2
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. . ~ ~ 1 0 0 1 9?
2 _ T2 2 2 . _ j2 ; e
L% =L+ Lj + L; h (sin@@@ (Sm@a) + sin2@3€.52)

\ 7
~

= r> - Winkelteil des Laplace-Operators !

—  Winkelteil der Wellenfunktion, Y;(©,®) = Eigenfunktion von L2

Mit dieser Einsicht konnen wir leicht Erwartungswerte von I,2 ausrechnen:

<E2> - /dx3¢*1:2¢ — ((0+1)- K2 L eN,
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. . ~ ~ 1 0 0 1 9?
2 _ T2 2 2 . _ j2 ; e
L% =L+ Lj + L; h (sin@@@ (Sm@a) + sin2@3€.52)

\ 7
~

= r> - Winkelteil des Laplace-Operators !

—  Winkelteil der Wellenfunktion, Y;(©,®) = Eigenfunktion von L2

Mit dieser Einsicht konnen wir leicht Erwartungswerte von I,2 ausrechnen:

<E2> - /dx3¢*1:2¢ — ((0+1)- K2 L eN,

—> Der Drehimpuls ist quantisiert, / ist die Bahndrehimpuls-Quantenzahl
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A A A A 1 0 0 1 0?
2 T2 2 11,2 — — 2 . e
L% =L+ Lj + L; h (sin@@@ (Slﬂ@a) + sin2@0§52)

~"

\

= r> - Winkelteil des Laplace-Operators !

—  Winkelteil der Wellenfunktion, Y;(©,®) = Eigenfunktion von L2

Mit dieser Einsicht konnen wir leicht Erwartungswerte von I,2 ausrechnen:

<E2> - /dx3¢*1:2¢ — ((0+1)- K2 L eN,

—> Der Drehimpuls ist quantisiert, / ist die Bahndrehimpuls-Quantenzahl

Der Betrag des Drehimpulses ist eine Observable: <\L|> (€ + ) -h
b




Winkelanteil und Drehimpuls (3)

S7

z-Komponente des Drehimpulses:
<Ez> - /dx3¢*ﬂz¢ - /dx%*ﬁi@b i e m ok —f<m </
i 0P Y i

wegen Y™ o« P/"(cos O) - exp(im®P)
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z-Komponente des Drehimpulses:

<Ez> :/dx3¢*ﬂz¢ - fdx%*ﬁa% i e m ok —f<m </
1 * 1

wegen Y™ o« P/"(cos O) - exp(im®P)

Die z-Komponente des Drehimpulses ist eine Observable: (L.) = m - &
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z-Komponente des Drehimpulses:

<Ez> :/dx3¢*ﬂz¢ - fdx%*ﬁi i e m ok —f<m </
i 0P * i

wegen Y™ o« P/"(cos O) - exp(im®P)

Die z-Komponente des Drehimpulses ist eine Observable: (L.) = m - &

aber Lyt # c -1, Lyt # ¢ - 1) N

L, und L, sind keine Eigenwerte und damit keine Observablen,
die zusammen mit L und L, gleichzeitig scharf bestimmbar sind !
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z-Komponente des Drehimpulses:

<Ez> :/dx3¢*ﬂz¢ - fdx%*ﬁi i e m ok —f<m </
i 0P * i

wegen Y™ o« P/"(cos O) - exp(im®P)

Die z-Komponente des Drehimpulses ist eine Observable: (L.) = m - &

aber Lyt # c -1, Lyt # ¢ - 1) N

L, und L, sind keine Eigenwerte und damit keine Observablen,
die zusammen mit L und L, gleichzeitig scharf bestimmbar sind !

Anmerkung: L2 + L? = L* — L? ist eine scharf bestimme Observable:

(L2+ L) = (£(f+1) —m*)h
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z-Komponente des Drehimpulses:

<Ez> :/dx3¢*ﬂz¢ - fdx%*ﬁi i e m ok —f<m </
i 0P * i

wegen Y™ o« P/"(cos O) - exp(im®P)

Die z-Komponente des Drehimpulses ist eine Observable: (L.) = m - &

aber Lyt # c -1, Lyt # ¢ - 1) N

L, und L, sind keine Eigenwerte und damit keine Observablen,
die zusammen mit L und L, gleichzeitig scharf bestimmbar sind !

Anmerkung: L2 + L? = L* — L? ist eine scharf bestimme Observable:

(L2+ L) = (£(f+1) —m*)h

Wenn der Hamilton-Operator zeitunabhangig ist, sind Betragsquadrat
und z-Komponente des Drehimpulses gleichzeitig Eigenwerte und
zeitlich konstant.




Winkelanteil und Drehimpuls (4)

62

(anschauliches) Physikalisches Bild:

s z-Achse definiert eine Vorzugsrichtung
(z.B. Richtung eines Magnetfelds)
,Quantisierungsachse*

s anschaulich kann man sich vorstellen,
dass der Drehimpulsvektor um diese
Richtung prazediert
— L, und L, unbestimmt

Mogliche Richtungen des L-Vektors

Lange: \/{(¢ + 1)h

Projektion auf
z-Achse: mh,—( <m </

BunjaiuenbsBunyyory/iim/Bio eipadiyim-ap//:sdpy
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Der Drehimpuls ist mit einem magnetischen Moment verknupft

klassisch: Elektron auf Kreisbahn mit Umlaufzeit T
Strom/l=-e/T, T=2rm/v
Flache: A = r?
Magnetisches Momet u =71-4 = -e/(2m) - L

analog in QM:
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Der Drehimpuls ist mit einem magnetischen Moment verknupft

klassisch: Elektron auf Kreisbahn mit Umlaufzeit T
Strom/l=-e/T, T=2rm/v
Flache: A = r?
Magnetisches Momet u =71-4 = -e/(2m) - L

analog in QM: Magnetisches Moment durch Bahndrehimpuls

e - (&

fr = —

2Me B 2Me
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Der Drehimpuls ist mit einem magnetischen Moment verknupft

klassisch: Elektron auf Kreisbahn mit Umlaufzeit T
Strom/l=-e/T, T=2rm/v
Flache: A = r?
Magnetisches Momet u =71-4 = -e/(2m) - L

analog in QM: Magnetisches Moment durch Bahndrehimpuls

e - (&

fr = —

2Me B 2Me

Dieses Magnetische Moment ist messbar in externem B-Feld:

es fuhrt zur Aufspaltung von Energieniveaus mit unterschiedlichem m



Drehimpuls und magnetisches Moment

Der Drehimpuls ist mit einem magnetischen Moment verknupft

klassisch: Elektron auf Kreisbahn mit Umlaufzeit T
Strom/l=-e/T, T=2rm/v
Flache: A = r?
Magnetisches Momet u =71-4 = -e/(2m) - L

analog in QM: Magnetisches Moment durch Bahndrehimpuls

e - (&

fr = —

2Me B 2Me

Dieses Magnetische Moment ist messbar in externem B-Feld:
es fuhrt zur Aufspaltung von Energieniveaus mit unterschiedlichem m

B T m=+1
Zeeman-Effekt =1 ::j:\ Z -0 AE; =mup - B,

=9.27-1072*J/T nennt man das ,Bohr'sche Magneton*

B eh
UB = om.



Magnetisches Moment: Zeeman - Effekt

67

Beobachtung einer Spektrallinie:

magnetic field
off

magnetic field
on
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Beobachtung einer Spektrallinie:

magnetic field
off

magnetic field
on

Erklarung: Im externen Magnetfeld erhalten Zustande mit unterschiedlichen
Quantenzahlen m unterschiedliche potenzielle Energien — Aufhebung der Entartung:

A A
B=0 « m=+1 En. B>0 o« m=+1 En—' En — - - h(+1)Bz
mee
[t
—— m=0 E — m=0 E - En + h(U)Bz
2me,
£
D VN R  owm=1 E- E, + h(—1)B,
X 2m.,




7.4

Radialteil der H-Wellenfunktion

69

Erinnerung Startpunkt: 19 (T28_R) + + 2 (E—=V(r)r? = Co =L +1)

R Or or h2
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_ 10 ([ ,0R 24 > B
Erinnerung Startpunkt: 7o (r 8r) + + 73 (E—-V(r)r* =Cy=40({+1)

Losungsskizze:
2uE

A2
— neue Dgl. fur u(r): Laguerre‘sche Dgl — Laguerre-Polynome

Ansatz R(r) = u(r) exp(—k7r) mit K2 =
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_ 10 ([ ,0R 24 > B
Erinnerung Startpunkt: 7o (r 8r) + + 73 (E—-V(r)r* =Cy=40({+1)

Losungsskizze:
2uE

A2
— neue Dgl. fur u(r): Laguerre‘sche Dgl — Laguerre-Polynome

Ansatz R(r) = u(r) exp(—k7r) mit K2 =

N
Ansatz: u(r) =) a;r’

Jj=0
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_ 10 ([ ,0R 24 > B
Erinnerung Startpunkt: 7o (r 8r) + + 73 (E—-V(r)r* =Cy=40({+1)

Losungsskizze:
2uE

A2
— neue Dgl. fur u(r): Laguerre‘sche Dgl — Laguerre-Polynome

Ansatz R(r) = u(r) exp(—k7r) mit K2 =

N
Ansatz: u(r) =) a;r’
=0

— Rekursionsformel fur a; mit Abbruchbedingung
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_ 10 ([ ,0R 24 > B
Erinnerung Startpunkt: 7o (r 8r) + + 73 (E—-V(r)r* =Cy=40({+1)

Losungsskizze:
2uE

A2
— neue Dgl. fur u(r): Laguerre‘sche Dgl — Laguerre-Polynome

Ansatz R(r) = u(r) exp(—k7r) mit K2 =

N
Ansatz: u(r) =) a;r’
=0

— Rekursionsformel fur a; mit Abbruchbedingung

— Energiequantisierug
e pe _ pe
N 2(Ume)2h2 (N + 0+ 1) 2(4meg)2h2 n?

~~

n. Hauptquantenzahl
bestimmt Energie



7.4 Radialteil der H-Wellenfunktion

_ 10 ([ ,0R 24 > B
Erinnerung Startpunkt: 7o (r 8r) + + 73 (E—-V(r)r* =Cy=40({+1)

Losungsskizze:
2uE

A2
— neue Dgl. fur u(r): Laguerre‘sche Dgl — Laguerre-Polynome

Ansatz R(r) = u(r) exp(—k7r) mit K2 =

N
Ansatz: u(r) =) a;r’
=0

— Rekursionsformel fur a; mit Abbruchbedingung

— Energiequantisierug
e pe _ pe
N 2(Ume)2h2 (N + 0+ 1) 2(4meg)2h2 n?

~~

n. Hauptquantenzahl
bestimmt Energie

—> Vollstandige Wellenfunkion: ¢, ¢..(r,©,®) =R, ;(r) - Y;*(O, D)
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/SuoloUN 4|eIpeywo)yusBolpAH /WO Weljjom suolesjsuowap//:sdpy

Hydrogen Atom Radial Functions

— Rp, (1) Rn ()
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0.4 L
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o3 Mo, ’ ] . (2,0) (2.1)
- rilag - k2 4 riag fz Rn, ll{rj rz R”.— ll{r)z
’ ‘ ‘ 0.15 r)n,f 0.15 If’)n,;
0.05/ 00s|/ i
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dV o ridr
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https://demonstrations.wolfram.com/HydrogenAtomRadialFunctions/

Darstellung der Radialfunktionen

Tabelle 5.1 Die normierten radialen Eigenfunktionen R(r) (Laguerre-
Polynome) fiir ein Elektron im Coulomb-Potential (N = (Z/nag)*?, x =
Zr/nay, a, = dmegh’/pe?)

n / R,—,_,r[.":}
1 0 2Ne™
2 0 2Ne (1 — x) ,an,ﬁ,m(,r? v, )
2 1 % Ne * x n | m Eigenfunktionen v, y(r. ¥, @)
, 3/2
3 0 2Ne™* (1 -2+ 2}) 1 0 0 1 (é) @—Zriap
i A TN )
3 1 2 V2Ne ™ x(2 - x) 32
2 1 E)' ) (7 ~ 2_1) ~Zr{2ap
3 2 4 Ne—xy2 - 0 0 4. (ﬂn =W ¢
310
- 2 _ 2 32
4 0 2Ne (1-3x+22 - &) v 1 0 1 (;) Zr o~Zri2m oo §
= - 422 \ ey ;
4 | 2 SNE_rI (] —-X =+ %) 302
9 1 (g) C EZr =Zrf2ay o; Lig
4 2 2,/ tNe*? (1- ) | v \w) W e
4 3 2 MNa—x3 | z 32 Zr Zi72 —Zrf3ay
WE 30 0 mfF(T) (2?—1% +273._)e
3/2 .
3 1 0 /2 (£) (5 - 2) Zr o=Zr[3a ¢og 9
Bl./@ \ ap tp g ’

dp ap

3/2
(2)"(6-2) Zemrmsing e
dp

8l+/6r \ @ ;
L (z\? 22 _zefra 4
3 2 +1 — | = L e < gind cos it ™Y
Bl \ ap A
| R R S S
3 2 42 . ,_(—) Z7 o~Zrf3a gin? 1§ g2
l62ym N\ ap fy

Demtroder, Experimentalphysik 3, Springer 2016



Wasserstoff-Wellenfunktionen: Darstellung r

Interaktiv mit Wolfram cdf-Player viele verschiedene Darstellungsformen
im Internet, hier Wikipedia

e Hydrogen Orbitals - Wolfram Player
File Edit Window Help
WOLFRAMPlayer | (= |7 [ar | [wox ~|

Wolfram Demonstrations Project

]

1s 2s 2p, 2p,

IHvdrogen Orbitals

| LFf1‘o,o|

|eygiowo)y/im/Bio eipadiyim ap//:sdpy

|(\U2,1‘0|2 |‘P‘2‘1‘1 |2

HydrogenOrbitals.cdf

| Y200 | @

https://demonstrations.wolfram.com/
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| w00 |wsrol? | 311]° | w320



https://demonstrations.wolfram.com/topic.html?topic=Quantum+Mechanics&limit=20

Wasserstoff-Wellenfunktionen: Darstellung (2) 78
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Hydro gen Wave Function

Probability density plots.
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VL 12: Das Wasserstoffatom (2)

Kurze Zusammenfassung:

s \Wellenfunktion des Wasserstoffatoms: y(r,0,¢) = R(r) T(0) P(o)
« Winkelteil: gelost durch Kugelflachenfunktionen Y™ (6,¢)

* Radialteil: gelost durch Laguerre-Polynome
s Quantenmechanischer Drehimpuls:

* Wellenfunktionen, die stationare Schrodingergleichung losen,
sind auch Eigenfunktionen von L? und L, — zeitlich konstant

« Mit z-Achse als Quantisierungsachse: L> und L, messbar
s Quantenzahlen:

* Hauptquantenzahl n (natarliche Zahlen)

* Drehimpulsquantenzahl / (natirliche Zahlen und 0)

* Magnetische Quantenzahl mmit—/<m </

* (Radialquantenzahl N = n - [ -1 (natlrliche Zahlen und 0) )



Ende VL10

und Zeit fur Fragen ?
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