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Wiederholung Wasserstoffatom

Das Wasserstoff-Atom:

e Coulomb-Potential |V =

P — in Schriodingergleichung einsetzen

— Z: Kernladungszahl, Z = 1 fiir Wasserstoffatom

1 Ze? }

e Losung faktorisiert in Kugelkoordinaten: | U, ; . (7,8, ¢) = Ry 1(r) - Opm(8) - @)

« Winkelteil: gelost durch Kugelflachenfunktionen Y™ (0,)
» Radialteil: gelost durch Laguerre-Polynome

* Wellenfunktionen, die stationare Schrodingergleichung losen,
sind auch Eigenfunktionen von L? und L, — zeitlich konstant

« Mit z-Achse als Quantisierungsachse: L? und L, messbar

* Quantenzahlen:
* Hauptquantenzahl n (naturliche Zahlen)
* Drehimpulsquantenzahl / (natlrliche Zahlen und 0)
* Magnetische Quantenzahl mmit—/<m </

* (Radialquantenzahl N = n - | -1 (natirliche Zahlen und 0) )



Wiederholung Wasserstoffatom (2)

\\\\
\\
Der Bahndrehimpuls L des Elektrons ist gegeben durch | L = /I(l + 1) -k \
— Die z-Komponente ist | L, = m - h
: 1
(vor allem) die Hauptquantenzahl n legt Energie fest: | E, ;, = E, = —Ej - —5
n

- -"1 2 ¥ " £
— Ey= 7meeZ — _13.6eV - Z2
(dwep )2k »

— Zu jedem Wert von n gibt es n? Zustinde gleicher Energie

s x - & =
Magnetisches Moment eines Elektrons: | i = —- - L
2m,
* ' —_ F
— Die z-Komponente ist | ji, = — T h-m=—ug-m
Me

+ m: magnetische Quantenzahl
+ 1. Bohr'sches Magneton

Energieaufspaltung im Magnetfeld: | AL = —up - Am - B




Wasserstoff-Wellenfunktionen

https://www.wikiwand.com/de/Wasserstoffatom
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Wiederholung Wasserstoffatom (3) 6

Die stationare Schrodingergleichung fur das Wasserstoffatom
in Kugelkoordinaten mit Separationsansatz ) (r, ©,®) = R(r) - T'(O) - P(®P)

2
lSinz@2 (rQaR) + L 0 (sin@a_T> + L o°P + 21 (E—V(r))r?sin*6O = 0

R or \' or T 06 00 Pod2 | B2
Me My
mit Me — p = = Me
) _ Me + My
Losungsskizze:
1 0?°P : .
— 5525 = O P(®) = Aexp(im®) mitm = /C € Z
1 190 (., 0T m?
sinO® T 9O (sm@%) * sin?@ e

— T = P™(cos@)mitCy = (I +1)und —1 <m <

Losung Winkelteil: P/ (cos©) - P, (®) = Y (O, P)



Wiederholung Wasserstoffatom (4)

Losung Radialteil:

Q/LEN
)

i (POr) B EVOR = U)o Ruglr) = L) espl-

Ly Laguerre-Polynome, N =n + [ +1, n=1, 2, ...

Struktur der Lésung: ¥n.im(r, ©,D) = R, 1(r)Y;" (6, D)

pe’

I:I n,d,m — Ln¥nilm it By, = —
Yn, Y tm it 2(4meg)?h? n?

Zusammenhang mit dem Drehimpuls:

A A A ~ ]_ 8 8 ]. a2
2 T2 2 2 . _ jH2 . ; d
LP=Livlyrla=—h <sin(-) 96 (Sm@a) - sin2@8452)

-~

= r2 - Winkelteil des Laplace-Operators !

7

L2t = A2 + 1)nim
]jzwnlm — hmwnlm
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7.5 H-Atom: Quantenzahlen und Termschema

Ubersicht iiber die Quantenzahlen

s n Hauptquantenzahl, n=1, 2, 3, ...

. o E —13.6eV
bestimmt Energieniveaus E, = 21 = 2 -
n n

s | Bahndrehimpuls-Quantenzahl, /<n-1
bestimmt Drehimpuls |Ly| = i - \/¢(¢ + 1)
s m magnetische Quantenzahl, -/sm</

legt Richtung des Drehimpulses fest L, = A-m
es gibt 21+1 verschiedene Werte flr m

s ( N=n-1-1) Radial-Quantenzahl

bestimmt Zahl der Knoten der Radial-Funktion



7.5 H-Atom: Quantenzahlen und Termschema

Ubersicht iiber die Quantenzahlen

s n Hauptquantenzahl, n=1, 2, 3, ...

. o E —13.6eV
bestimmt Energieniveaus E, = 21 = 2 -
n n

s | Bahndrehimpuls-Quantenzahl, /<n-1
bestimmt Drehimpuls |Ly| = i - \/¢(¢ + 1)
s m magnetische Quantenzahl, -/sm</

legt Richtung des Drehimpulses fest L, = A-m
es gibt 21+1 verschiedene Werte flr m

s ( N=n-1-1) Radial-Quantenzahl

bestimmt Zahl der Knoten der Radial-Funktion

Energieniveau hangt nur von n ab (entartet bzgl der anderen Quantenzahlen)

s Zahl der Zustande mit gleicher Energie £, Z 20+1)=1+3+...+2n—1=n"
=0

Entartung wird durch weitere Effekte teilweise aufgehoben — spater



Zahl der Energiezustande

Abzahlen der Energieniveaus:

n I m >
n=1 0 0 1
n=2 0 0

1 -1,0,1 4
n=3|( O 0

1 -1, 0, 1

2 -2,-1,0,1, 2 9 .

N? Zustande / Schale

Pro Energiezustand gibt es bei Mehrelektronensystemen
wegen des Pauliprinzips Platz fur ein Elektron
(tatsachlich sind es zwei wegen Elektron-Spin, s. spater)

Wichtig fur Aufbau des Periodensystems der Elemente



H-Atom: Quantenzahlen und Termschema (2)

Historisch hatte sich
in der Chemie und Atomphysik eine andere Nomenklatur durchgesetzt:
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H-Atom: Quantenzahlen und Termschema (2)

Historisch hatte sich
in der Chemie und Atomphysik eine andere Nomenklatur durchgesetzt:
Hauptquantenzahl — ,Schalen®:
n=1 K-Schale
n=2 L- Schale
n=3 M- Schale

Bahndrehimpuls-Quantenzahl — ,Orbitale”:
[=0 s- Orbital
[=1 p- Orbital
[=2 d- Orbital
[=3 f- Orbital
[=4 g- Orbital

Ef s1=0 pl=1 d =2

n=3 M —_——————

— ,professionelle” N2 L —— o —
Bezeichnung der Zustande:

N=1 K =—



H-Atom: Quantenzahlen und Termschema (3)

Termschema: Energieniveaus aufgespalten nach Quantenzahlen

E/eV e
Okn=m « o =0 |=1 | =2 =3 =4 lonisationsgrenze
B S A o N 1 L o LS e e
S E B E
T ™¥in=3 3s 3p ad
337 L 2 2s 2p
2
4meqr

910z J1ebuudg ‘¢ yisAydjeyuswiadx3 ‘Japosjweq



H-Atom: Korrekturen

Naherung bisher:
H-Atom=zwei punktformige nicht-relativistische, geladene Teilchen
Es ist tatsachlich aber komplizierter

# neue Quanteneigenschaft: ,Eigendrehimplus® oder Spin
von Elektronen, Protonen, Photonen, muss bertcksichtigt werden

s relativistische Korrekturen und Berucksichtigung von Effekten, die sich
aus der relativistisch korrekten Formulierung der Quantenphysik, der
Quantenelektrodynamik (QED) ergeben

— behandelt als kleine Korrekturen zu bisherigen Resultaten



7.6 Entdeckung des Spins

Experiment: Strahl aus Silberatomen in einem inhomogenen Magnetfeld

Auf magnetisches Dipolmoment p wirkt
im inhomogenen Magnetfeld eine Kraft

0

F=V(i-B)=| 0
Hz 5
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7.6 Entdeckung des Spins

Experiment: Strahl aus Silberatomen in einem inhomogenen Magnetfeld

Auf magnetisches Dipolmoment p wirkt
im inhomogenen Magnetfeld eine Kraft

0

F=V(i-B)=| 0
Hz 5

Prinzip des Stern-Gerlach-Experiments:

lassisch tatsgchlich , . .
erwartete beobachtete Siberatomstran Elektronenkonfiguration von Ag (Silber):

vertelung _ verteilung 1s? 2s? 2p° 3s? 3p° 3d™° 4s? 4p° 4d*° 5s*
! / l;

SN

Aftom-
strahil-
ofen

inhomogenes
Magnetfeld

https://de.wikipedia.org/wiki/Stern-Gerlach-Versuch
-



7.6 Entdeckung des Spins

Experiment: Strahl aus Silberatomen in einem inhomogenen Magnetfeld

Auf magnetisches Dipolmoment p wirkt
im inhomogenen Magnetfeld eine Kraft

0
Zﬁ(ﬁg) = U

dB.
Mz "5,

—

Prinzip des Stern-Gerlach-Experiments:

<
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-]

& .

QO HEsSEEN tatséchlich _ ) ]
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Auf magnetisches Dipolmoment p wirkt
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dB.
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Prinzip des Stern-Gerlach-Experiments:

klassisch tats&chlich
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1s? 2s? 2p° 3s® 3p° 3d™° 4s? 4p° 4d*° 5s*
| N
\ / abgeschlossene Schalen,
/ Q Gesamtdrehimpuls = 0
SN
¥
\ A\ Nur 5s - Elektron tragt zum
Atmrgl magnetischen Moment bei.
ol I=0 — kein Bahndrehimpuls!
inhomogenes
Magnetfeld

https://de.wikipedia.org/wiki/Stern-Gerlach-Versuch



7.6 Entdeckung des Spins

Experiment: Strahl aus Silberatomen in einem inhomogenen Magnetfeld

Auf magnetisches Dipolmoment p wirkt
im inhomogenen Magnetfeld eine Kraft

0

F=V(i-B)=| 0
Hz 5

Prinzip des Stern-Gerlach-Experiments:

lassisch tatsgchlich , . .
erwartete beobachtete Siberatomstran Elektronenkonfiguration von Ag (Silber):

vertelung _ verteilung 1s? 2s? 2p° 3s? 3p° 3d™° 4s? 4p° 4d*° 5s*

\ | abgeschlossene Schalen,
Gesamtdrehimpuls =0

,,-‘Il'l
\ ' Nur 5s - Elektron tragt zum
\ Atom- magnetischen Moment bei.

gtfreihl- |I=0 — kein Bahndrehimpuls!

inhomogenes
Magnetfeld

https://de.wikipedia.org/wiki/Stern-Gerlach-Versuch
-

Beobachtung: Zweifache Aufspaltung des Strahls !



Entdeckung des Spins (2)

Stern-Gerlach-Ergebnis wurde historisch erst 1927 korrekt interpretiert:

s 1924 Deutung der Emissionsspektren der ,Leuchtelektronen® bei Alkalimetallen
(W. Pauli): Neuer Freiheitsgrad mit Elektronenzustanden

g istin der relativistischen QM erklart und inklusive QED—Korrekturen mit
ahnlich hoher Genauigkeit berechenbar und bestatigt den experimentellen Wert.
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4 Elektronen-Spin — magnetisches Moment des Elektrons

He = —9ellBS  der Faktor g,, das ,gyromagnetische Verhaltnis* ist ein Maf fiir

die Auswirkung des Spins auf u. im Vergleich zum Bahndrehimpuls
und hat heute den experimentellen Wert 2.00231930436256(35)

g istin der relativistischen QM erklart und inklusive QED—Korrekturen mit
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Entdeckung des Spins (3)

Das mit dem Elektron-Spin assoziierte magnetische Moment
fuhrt zu einer zusatzlichen Aufspaltung von atomaren Energieniveaus

im Magnetfeld — anomaler Zeeman-Effekt:
Aufspaltung der Spektrallinien in mehr als drei Linien (bei / =1)

(ist sogar haufiger als der normale Zeeman-Effekt)
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Das mit dem Elektron-Spin assoziierte magnetische Moment
fuhrt zu einer zusatzlichen Aufspaltung von atomaren Energieniveaus
im Magnetfeld — anomaler Zeeman-Effekt:
Aufspaltung der Spektrallinien in mehr als drei Linien (bei / =1)

(ist sogar haufiger als der normale Zeeman-Effekt)

Dreh|mpuIsL und Spin s addieren sich zum Gesamtdrehimpuls ~L+3
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J=1+% und m;, 5j<m;<j
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z.B.n=2,l=1,j—g 2p1 /2
n:27l:17]_§ 2p3/2




Entdeckung des Spins (3)

Das mit dem Elektron-Spin assoziierte magnetische Moment
fuhrt zu einer zusatzlichen Aufspaltung von atomaren Energieniveaus

im Magnetfeld — anomaler Zeeman-Effekt:
Aufspaltung der Spektrallinien in mehr als drei Linien (bei / =1)

(ist sogar haufiger als der normale Zeeman-Effekt)
Dreh|mpuIsL und Spin s addieren sich zum Gesamtdrehimpuls ~L+3

Zum Gesamtdrehimpuls gehoren die Quantenzahlen
j=1%+% und m;, o <m;<j

mit (2 j+1) — facher Niveauaufspaltung im (schwachen) Magnetfeld.

zur Vollstandigen Charakterisierung der Elektronenzustande werden
vier Quantenzahlen benétigt: |n,l,m >— |n,l,m,s > bzw.|n,l,m;,j >

j-Quantenzahl wird bei Benennung der Zustande als Index angegeben:
z.B.n=2,l=1,j—g 2p1 /2
n:27l:17]_§ 2p3/2

Anmerkung: bei sehr starken Magnetfeldern wird die Ls-Kopplung uberwunden,;
Drehimpuls L und Spin s koppeln dann unabhangig an des B-Feld
(Paschen-Back-Effekt)



Pause

und Zeit fur Fragen ?



7.7 Spin des Photons

s |n der Elektrodynamik haben zirkular polarisierte EM-Wellen einen Drehimpuls
der GrofRe E/w, pro Photon mit Energie E = hw also den Wert 7.

s Da sich Licht mit Lichtgeschwindigkeit ausbreitet, gibt es keine Schwingungen
in Ausbreitungsrichtung.
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7.7 Spin des Photons

s |n der Elektrodynamik haben zirkular polarisierte EM-Wellen einen Drehimpuls
der GrofRe E/w, pro Photon mit Energie E = hw also den Wert 7.
s Da sich Licht mit Lichtgeschwindigkeit ausbreitet, gibt es keine Schwingungen

in Ausbreitungsrichtung.

—

Das Photon hat zwei Polarisationsfreiheitsgrade,
die quantenphysikalisch einem
Drehimpuls von *17% entsprechen.

s \Weiterer Hinweis auf Photon-Spin:
Optische Ubergénge in Atomen, also Emission
und Absorption von Photonen, sind immer mit einer

Drehimpulsianderung von *17 verbunden

; =0 =1 =2

n= ————— ——
— \

n=2 /—— —

=1 erlaubt:

Al= 1



7.8 H-Atom: 1. Spin - Korrekturen

Der Elektron-Spin fuhrt (auch ohne aulleres Magnetfeld)
zu Korrekturen der Energieniveaus:

Im Ruhesystem des Elektrons erzeugt die Bewegung des Protons ein
Magnetfeld, das mit dem magnetischen Moment des Elektrons wechselwirkt
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zu Korrekturen der Energieniveaus:

Im Ruhesystem des Elektrons erzeugt die Bewegung des Protons ein
Magnetfeld, das mit dem magnetischen Moment des Elektrons wechselwirkt
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ist mit Hilfe des Biot-Savart’'schen Gesetzes berechenbar.

FUr die relativistisch korrekte Transformation in Ruhesystem des Elektrons
und zuruck muss die beschleunigte Bewegung des Elektrons berucksichtigt

werden — Faktor 0.5 (,Thomas-Faktor®)
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B, , das durch Protonlsdung und Bahndrehimpuls entstehende Magnetfeld,

ist mit Hilfe des Biot-Savart’'schen Gesetzes berechenbar.

FUr die relativistisch korrekte Transformation in Ruhesystem des Elektrons
und zuruck muss die beschleunigte Bewegung des Elektrons berucksichtigt
werden — Faktor 0.5 (,Thomas-Faktor®)
2
Ho€ - 7
— AFEps = —gsiiB z 8- L
SThmer

Zur Berechnung der Korrektur werden noch die
quantenmechanischen Erwartungswerte (1/r°)und <§ Z> bendtigt.



H-Atom: 1. Spin — Korrekturen (2)

Mit dem Gesamtdrehimpuls j = [+ 5 lasst sich <§ E> berechnen:
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= <E-§>:%hQ(j(jJrl)—l(l+1)—s(s+1))

Die Berechnung von (1/r*) ist etwas Schreibaufwand (s. z.B. Demtroder)
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Mit dem Gesamtdrehimpuls j = [+ 5 lasst sich <§ E> berechnen:

Die Berechnung von (1/r*) ist etwas Schreibaufwand (s. z.B. Demtroder)

Insgesamt ergibt sich fur die
Aufspaltung der Energieniveaus:

ABys = By ~53.1070
n(j+1/2) n(j+1/2)
e? 1
mit der ,Feinstrukturkonstanten“ o = Areghe = 137

3
2 7
Y 3
= o _852___ 3/2 -
®
=1 s .
P‘UE é

Feinstruktur-Aufspaltung des
p-Niveaus durch LS-Kopplung



https://de.wikipedia.org/wiki/Zeeman-Effekt

Zeeman-Effekt und Feinstruktur
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Gleichung ohne Spin. des Spins. Korrektur. des Spins.
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Zeeman-Effekt und Feinstruktur (2)
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Bisher haben wir rein klassisch gerechnet — allerdings spielen relativistische
Effekte eine (kleine) Rolle und werden als Korrekturen berechnet.
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2

Taylor-Entwicklung der Wurzel bis zur Ordnung p4: T =

1 R
Berechnung: AFE, = — 33 (0% 1| P [nim)
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mit der ,Feinstrukturkonstanten® o =

Die Korrektur ist am groften fir den Grundzustand: AFE, = 6.6-107°13.6eV



7.8.

3. QED-Korrektur: Lamb-Shift

Diese Korrektur hangt mit der Emission/Absorption sogenannter
,virtueller” Teilchen zusammen, die die Quantenfeldtheorie erklart.

virtueliles
- - 2 Photon e

Teilchen-

Antiteiichen
Schieife
Ze Ze Ze Ze Ze
Coulomb- anomales  Vakuum-Polarisation = Renonna.l‘fsfe;gung der
Gesetz magnetisches Ladungsre- Elektroneniasse:
Moment: normalisierung: Av=+1017 MHz
Av=+68 MHz Av =-27 MHz

S. spater, Teilchenphysik
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Diese Korrektur hangt mit der Emission/Absorption sogenannter
,virtueller® Teilchen zusammen, die die Quantenfeldtheorie erklart.
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Coulomb- anomales  Vakuum-Polarisation = Renonna.l‘fsfe;gung der
Gesetz magnetisches Ladungsre- Elektroneniasse:
Moment: normalisierung: Av=+1017 MHz
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S. spater, Teilchenphysik

Flhrt zu Verschiebungen AFE[ .., x o
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7.8. 4. Darwin-Term

Elektron-Zustande mit einer hohen Aufenthaltswahrscheinlichkeit
in Kern-Nahe sind von einer weiteren Korrektur betroffen:
Hier ist das Potential so grol3, dass sich die Ortsunscharfe auswirkt:

V(r) — V(r+9)
anschaulich: ,Zitterbewegung” des Elektrons
durch Emission/Absorption virtueller Teilchen

Effekt ist groRer fir negative Werte von 0 als fiir positive.)
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Elektron-Zustande mit einer hohen Aufenthaltswahrscheinlichkeit
in Kern-Nahe sind von einer weiteren Korrektur betroffen:
Hier ist das Potential so grol3, dass sich die Ortsunscharfe auswirkt:

V(r) — V(r+9)
anschaulich: ,Zitterbewegung® des Elektrons
durch Emission/Absorption virtueller Teilchen

Effekt ist groRer fir negative Werte von 0 als fiir positive.)

Die entsprechende Korrektur ist exakt nur
relativistisch berechenbar.

Man nennt sie den ,Darwin-Term®;
e h2

egm?2c?

AEp = 1(0)|* = 4m.c*a* fiir den Grundzustand



7.8. 5. Korrekturen durch Proton-Spin

Auch das Proton hat einen Spin I =%, und ein damit assoziiertes
magnetisches Moment y =g, - yg mit g, = 5.6

Energieanderung ca. 2000 mal kleiner als Feinstruktur (mg / m, = 1836)
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,Hyperfeinstruktur:
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Hyperfeinstruktur-Ubergang in der Astronomie

e bei 21 cm Wellenlange kaum Absorption im interstellaren Medium
e Linie gibt Auskunft Uber Verteilung von H (90% der interstellaren Materie)
e Dopplerverschiebung der 21 cm Linie: Bewegung von Objekten

LAB fullvelfits

Nahe
Gaswolken

Neutral hydrogen (21 cm)
emission from the
Leiden/Dwingeloo HI survey
and the Instituto Argentino de
Radioastronomia survey. Map
band: 21 cm [1420 MHz]
[Kalbera, P.M.W. et al. 2005
A&A 440 775]
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Hyperfelnstru ktur Ubergang Pioneer-Plackete

Hellopause

)

Galactic
Cosmic Rays

. ' i i ..’ Voyager 1 .

; _Solar Wind

HYPERFINE TRANSITION OF SILHOUETTE OF BINARY EQUIVALENT
NMEUTRAL HYDROGEN SPACECRAFT OF DECIMAL 8
AN

Terminalibn
Shock

" Bow Shock’

Symbol fur Hyperfeinstruktur-
Ubergang beim Wasserstoff

POSITION OF SUN PLANETS OF SOLAR

RELATIVE TO 14 SYSTEM AND BINARY

PULSARS AND THE RELATIVE DISTANCES
CENTER OF THE GALAXY




Ende VL11

und Zeit fur Fragen ?
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