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Zusammenfassung V15

e Kovalente Bindung

— Symmetrische Wellenfunktion bei Uberlapp fithrt zu hoher Aufenthaltswahrscheinlichkeit der Elektronen
zwischen den Atomen — Energieabsenkung — Bindung

e Ionenbindung: A+ B + AE — A" 4+ B~ bei unendlichem Abstand

— Verringerung der Gesamtenergie durch elektrische Anziehung und Abstandsverringerung

Epor(r), €V
5

ke?
U<T) = _T Eefaff + Eion + EPauli(T)
EC SRS S T SRS SR SRS SR Na'+Cl
S i R }DE =1,52eV
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Zusammenfassung V15 (2)

e Molekiilspektren
Rotations- und Vibrationsanregung zusétzlich zu atomaren Niveaus

~ Broj = j(j +1)- B; B= ; I =Triigheitsmoment

— Eyibi=(i+3) hv; v= Qi_\/t

1]
i
3: klassische Riickstellkraft

p: reduzierte Masse, p = =
* Kristallstruktur Gitter Basis
®
— Kristall = Translationsgitter + Basis X
Translation um Gittervektor *T
— a2
G = miday + mods + msas o .
_>

Kristallstruktur Einheitszelle



Kristallstruktur: dichteste Kugelpackung 5

Nachtrag V15:

Einfachstes Modell: Kugelformige Objekte in dichtester Anordnung im Raum packen

— minimales Volumen, d.h. minimale Gesamtenergie
- erste Kugellage (©) : 000000
000000
000000
000000
000000



Kristallstruktur: dichteste Kugelpackung 6

Nachtrag V15:

Einfachstes Modell: Kugelformige Objekte in dichtester Anordnung im Raum packen
— minimales Volumen, d.h. minimale Gesamtenergie

- erste Kugellage (©) :

N, y
g

PGPS
S

\WAVAVAVAY
- zweite Kugellage (©) in Liicken : g%g&g?ﬁ
00000




Kristallstruktur: dichteste Kugelpackung 7

Nachtrag V15:

Einfachstes Modell: Kugelformige Objekte in dichtester Anordnung im Raum packen
— minimales Volumen, d.h. minimale Gesamtenergie

- erste Kugellage (©) :

- zweite Kugellage (©) in Liicken :

- fur die dritte Lage gibt es zwei Moglichkeiten:
liber der ersten Lage (O)) oder tiber den Liicken (()) der ersten Lage



Kristallstruktur: dichteste Kugelpackung 8

Nachtrag V15:

Einfachstes Modell: Kugelformige Objekte in dichtester Anordnung im Raum packen
— minimales Volumen, d.h. minimale Gesamtenergie

- erste Kugellage (©) :

- zweite Kugellage () in Licken : (S8 @"'3"'3;

AVA Ve

L

SHEES

- fur die dritte Lage gibt es zwei Moglichkeiten:
liber der ersten Lage (O)) oder tiber den Liicken (()) der ersten Lage

‘DD x* X+ X*
D DD DD
— zwei unterschiedliche Gitterstrukturen y* X* X* y* X* X*

- mit kubischer oder
- hexagonaler Geometrie

Bunyoedjabny 831se1yoIq
/Mim/Blo elpadiyimap//:sdpy

Kubisch dichteste Kugelpackung (ccp). Hexagonal dichteste Kugelpackung (hcp).
Stapelfolge: ABC... Stapelfolge: ABA...
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Nachtrag V15:

Einfachstes Modell: Kugelformige Objekte in dichtester Anordnung im Raum packen
— minimales Volumen, d.h. minimale Gesamtenergie

- erste Kugellage (©) :

- zweite Kugellage () in Licken : (S8 @"'3"'3;
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Bunyoedjabny 831se1yoIq
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10.4 Kristalle als Beugungsgitter
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Zur Klarung der Kristallstruktur dienen
Beugungsexperimente mit Strahlung gentigend kleiner Wellenlange,
hauptsachlich Rontgenstrahlung,
aber auch Elektronen (Oberflache) und Neutronen



10.4 Kristalle als Beugungsgitter

12

Zur Klarung der Kristallstruktur dienen
Beugungsexperimente mit Strahlung gentigend kleiner Wellenlange,
hauptsachlich Rontgenstrahlung,
aber auch Elektronen (Oberflache) und Neutronen

W Aus Beziehung zwischen Wellenlange und Impuls 4 = h/p
(fir Photonen; auch gultig fir Materiewellen, vgl. de Broglie):

~ 2m he ~ 2

E-=
Pe=—""="

(197 MeV fm)
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Zur Klarung der Kristallstruktur dienen
Beugungsexperimente mit Strahlung gentigend kleiner Wellenlange,
hauptsachlich Rontgenstrahlung,
aber auch Elektronen (Oberflache) und Neutronen

W Aus Beziehung zwischen Wellenlange und Impuls 4 = h/p
(fir Photonen; auch gultig fir Materiewellen, vgl. de Broglie):

~ 2m he ~ 2

E-=
Pe=—""="

(197 MeV fm)

W Typische Wellenlange: Gitterabstand in
GrofRenordnung der Wellenlange

W Zahlenbeispiel: A =1 A - E=12.4keV



10.4 Kristalle als Beugungsgitter 15

Zur Klarung der Kristallstruktur dienen
Beugungsexperimente mit Strahlung gentigend kleiner Wellenlange,
hauptsachlich Rontgenstrahlung,
aber auch Elektronen (Oberflache) und Neutronen

W Aus Beziehung zwischen Wellenlange und Impuls 4 = h/p
(fir Photonen; auch gultig fir Materiewellen, vgl. de Broglie):

~ 2m he ~ 2

E-=
Pe=—""="

(197 MeV fm)

W Typische Wellenlange: Gitterabstand in
GrofRenordnung der Wellenlange

M. von Laue

W Zahlenbeispiel: A =1 A - E=12.4keV

@ M. von Laue (1912, Nobelpreis 1914):

Rontgenbeugung an Kristallen
—> Nachweis der periodischen Kristallstruktur \

nobelprize.org



Bragg-Reflexion

16

Beugung an raumlichen Strukturen (nicht an Oberflachen wie in der Optik Giblich)

ebene Welle, Wellenlange A

e eneneanaaas - P - .. K“Sta”



Bragg-Reflexion

Beugung an raumlichen Strukturen (nicht an Oberflachen wie in der Optik Gblich

ebene Welle, Wellenlange A

o
o




Bragg-Reflexion 18

Beugung an raumlichen Strukturen (nicht an Oberflachen wie in der Optik Giblich)

ebene Welle, Wellenlange A

a petrachten durchgezogene Pfeile:

* Gangunterschied fir Kristallebenen im Abstand d : 26 = 2d sin 6
* Bedingung fur konstruktive Interferenz: nA = 2d sin 0 (Bragg-Bedingung)



Bragg-Reflexion 19

Beugung an raumlichen Strukturen (nicht an Oberflachen wie in der Optik Giblich)

ebene Welle, Wellenlange A

a petrachten durchgezogene Pfeile:

* Gangunterschied fir Kristallebenen im Abstand d : 26 = 2d sin 6
* Bedingung fur konstruktive Interferenz: nA = 2d sin 0 (Bragg-Bedingung)

s Einfallswinkel gleich Ausfallswinkel wegen Interferenz benachbarter Streuzentren



Bragg-Reflexion 20

Beugung an raumlichen Strukturen (nicht an Oberflachen wie in der Optik Giblich)

ebene Welle, Wellenlange A

a petrachten durchgezogene Pfeile:

* Gangunterschied fir Kristallebenen im Abstand d : 26 = 2d sin 6
* Bedingung fur konstruktive Interferenz: nA = 2d sin 0 (Bragg-Bedingung)

s Einfallswinkel gleich Ausfallswinkel wegen Interferenz benachbarter Streuzentren
(analog zum ebenen Spiegel)



Bragg-Reflexion 21

Beugung an raumlichen Strukturen (nicht an Oberflachen wie in der Optik Giblich)

ebene Welle, Wellenlange A

a petrachten durchgezogene Pfeile:

* Gangunterschied fir Kristallebenen im Abstand d : 26 = 2d sin 6
* Bedingung fur konstruktive Interferenz: nA = 2d sin 0 (Bragg-Bedingung)

s Einfallswinkel gleich Ausfallswinkel wegen Interferenz benachbarter Streuzentren
(analog zum ebenen Spiegel)

Scharfe Intensitatsmaxima (= Bragg-Reflexe)
unter Winkeln, die Bragg-Bedingung erfullen




Bragg-Streuung

22
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Bragg-Streuung
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Bragg-Streuung
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Bragg-Streuung
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s es gibt viele Ebenen-Scharen, fur die die Bragg-Bedingung erfullt ist
(s. Miller'sche Indizes fur Kristrall-Ebenen)

s \erandert man die Orientierung des Kristalls relativ zur einfallenden
Rontgenstrahlung, beobachtet man entsprechende Bragg-Reflexe

s es konnen auch Reflexe hoherer Beugungs-Ordnung auftreten



Rontgenbeugung nach Laue

27

Methode:

Bragg-Reflexion an Kristallebenen



Rontgenbeugung nach Laue

Methode: Bragg-Reflexion an Kristallebenen

Verfahren nach Laue:

Verwendung von Rontgen-Bremsstrahlung
(nicht monochromatisch !)

zur Bestrahlung eines Einkristalls % Wt

unter fester Orientierung > g
— unterschiedliche Kristallebenen ﬁ\

erfullen gleichzeitig die Bragg-Bedingung

,Laue-Diagramm®



Rontgenbeugung nach Laue 29

Methode: Bragg-Reflexion an Kristallebenen

Verfahren nach Laue:

Verwendung von Rontgen-Bremsstrahlung
(nicht monochromatisch !)

zur Bestrahlung eines Einkristalls % Lt
unter fester Orientierung > o
— unterschiedliche Kristallebenen ﬁ\ S

erfullen gleichzeitig die Bragg-Bedingung /

,Laue-Diagramm®
_ o3t ] i _ 227 ki Jo1




Debye-Scherrer-Verfahren

30

Verwendung von
- monochromatischer Rontgenstrahlung
- und Kristallpulver (d.h. zufallige Orientierung der Kristalle)

Bragg-Bedingung immer fur einige Kristallorientierungen erfullt




Debye-Scherrer-Verfahren

Verwendung von
- monochromatischer Rontgenstrahlung
- und Kristallpulver (d.h. zufallige Orientierung der Kristalle)

Bragg-Bedingung immer fur einige Kristallorientierungen erfullt

Interferenz-

atitle)
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Tt 27
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a)

IO T

S |
b) Debyve-Scherrer-Ringe  Primérdurchstofpunkt

https://www.spektrum.de/lexikon/chem
ie/roentgenstrukturanalyse/8031

Wegen der Zylinder-Symmetrie um die Einfallsrichtung der
Rontgenstrahlung tritt konstruktive Interferenz auf Kegeln auf.


https://www.spektrum.de/lexikon/chemie/roentgenstrukturanalyse/8031
https://www.spektrum.de/lexikon/chemie/roentgenstrukturanalyse/8031

Rontgenbeugung im Praktikumsversuch 32

Modernes Rontgengerat fur Praktika und Schule
— verschiedene Rontgenrohren
— Probenhalter mit Goniometer

— fur Geiger-Muller-Zahlrohr oder auch
Rontgendetektor zur Energiemessung

— Absorptionsfilter zur Erzeugung
~ monochromatischer Rontgenstrahlung

Spektrum einer
Molybdan-Anode
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Modernes Rontgengerat fur Praktika und Schule
— verschiedene Rontgenrohren
— Probenhalter mit Goniometer

— fur Geiger-Muller-Zahlrohr oder auch
Rontgendetektor zur Energiemessung

— Absorptionsfilter zur Erzeugung
~ monochromatischer Rontgenstrahlung

Spektrum einer
Molybdan-Anode




Rontgenbeugung im Praktikumsversuch 34

Modernes Rontgengerat fur Praktika und Schule
— verschiedene Rontgenrohren
— Probenhalter mit Goniometer

— fur Geiger-Muller-Zahlrohr oder auch
Rontgendetektor zur Energiemessung

— Absorptionsfilter zur Erzeugung
~ monochromatischer Rontgenstrahlung

op-ojoePIP-p| MMM//:sdNy

B



Rontgenbeugung im Praktikumsversuch (2) 3

Experimente Physikalisches Institut

Albert-Ludwigs-Univer

Sie sind hier: Startseite » Atom und Kernphysik » Versuche mit Elektronen- und Materiestrahlen » Bragg Reflexion %
Bragg Reflexion
Allgemem Bilder Video Durchfithrung Dokumente #ags

Zur Bestatigung der Wellennatur der Réntgenstrahlung wird im Versuch die Beugung der charakteristischen Linien der
Kupferanede an einem MaCl-Einkristall untersucht und mit dem Braggschen Reflexionsgesetz erklart.

Y H0046°s 410V

[ e

E |

https://www.experimente.physik.uni-freiburg.de/H_Atom und_Kernph
ysik/versuchemitelektronenundmateriestrahlen/braggreflexion


https://www.experimente.physik.uni-freiburg.de/H_Atom_und_Kernphysik/versuchemitelektronenundmateriestrahlen/braggreflexion
https://www.experimente.physik.uni-freiburg.de/H_Atom_und_Kernphysik/versuchemitelektronenundmateriestrahlen/braggreflexion

Realistische Streuprozesse 36

In realen Gittern mussen Korrekturen angebracht werden:

— die gestreute Welle ist nicht notwendigerweise eine (isotrope) Kugelwelle,
insb. bei Kristallen mit mehratomiger Basis

— thermische Bewegung der Atome

— Beschreibung Intensitat der Reflexe

— Auflosen von Ambiguitaten

1

Wir werden uns ,Kristalle als Beugungsgitter
gleich noch genauer anschauen.



(Rontgen-)Beugung allgemein 37

@« @ @ @ Ebene Welle mit Wellenvektor k wird von
. ¢ e @ Gitterbausteinen an Orten R, = md@; + mads + mads
k dld e e elastisch gestreut und am (unendlich) weit entfernten
e Punkt 7 in Richtung &’/|k| beobachtet.




(Rontgen-)Beugung allgemein 38

@« @ @ @ Ebene Welle mit Wellenvektor k wird von
. ¢ @ @ Gitterbausteinen an Orten R, = md@; + mads + mads
k dld e e elastisch gestreut und am (unendlich) weit entfernten
e o Punkt 7 in Richtung &’/|k| beobachtet.

Eingestrahlte ebene Welle:

,_, A(ﬁm) = A exp(iE- ém)



(Rontgen-)Beugung allgemein 39

¢ @ ¢ @ Ebene Welle mit Wellenvektor & wird von
~ 14 @ Gitterbausteinen an Orten }?m = m1ay, + mads + Maas
k ol o @ elastisch gestreut und am (unendlich) weit entfernten
R o Punkt 7 in Richtung &’/|k| beobachtet.

Eingestrahlte ebene Welle:

. A(R,,) = A - exp(ik - R,)
i am Gitterpunkt m gestreute Kugelwelle:
A(R,, , .
E,, = ( - ) exp(ik’ - (F— R,))
|77_ Rm|



(Rontgen-)Beugung allgemein
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I

Ebene Welle mit Wellenvektor & wird von
Gitterbausteinen an Orten }?m = mi1a1 + maods + ms3ds
elastisch gestreut und am (unendlich) weit entfernten
Punkt 7 in Richtung &' /|k| beobachtet.

Eingestrahlte ebene Welle:

A(R,,) = A - exp(ik - R,)

am Gitterpunkt m gestreute Kugelwelle:

A(R,, i _
E,, = (R_, ) exp(ik’ - (F— R,))
|77_ Rm|

Am Beobachtungspunkt in Richtung ¥’ /| k| registrierte
Gesamtamplitude aller Streuzentren:

. A Lo . .
A(K) = Z m exp(ik - Ry,) exp(ik’ (P — Ry,))

m



(Rontgen-) Beugung allgemein (2) vl

Am Beobachtungspunkt registrierte Gesamtamplitude:

S A D o o S
ARy =) P exp(i(k — k') - Ry,) exp(ik’ - 7)

m



(Rontgen-) Beugung allgemein (2) e

Am Beobachtungspunkt registrierte Gesamtamplitude:

AR =D 4 exp(i(k — k') - Ry exp(ik’ - 7)



(Rontgen-) Beugung allgemein (2)
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Am Beobachtungspunkt registrierte Gesamtamplitude:

AR =D % exp(i(k — k') - Ry exp(ik’ - 7)

A - — .—*/ s . — —»/ —
— m exp(Ak - R,,) exp(ik’ - 7) mit Ak =k" — k
r— Iyn

B Aexp(ik' - 7)

7 Zexp(iAE-ém)Wegen\ﬂ >> |R|

m




(Rontgen-) Beugung allgemein (2)
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Am Beobachtungspunkt registrierte Gesamtamplitude:

AR =D % exp(i(k — k') - Ry exp(ik’ - 7)

A - — - — — —
=Y ———exp(Ak-Ry)exp(ik’-7) mitAk =k —k

B Aexp(ik' - 7)
N 7]
~ Aexp(ikr)
G

Zexp(iAE . R,,) wegen |F] >> |Rpn|

m

> " exp(iAk - Ry,) wegen | || |k und |&| = |k

m
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Am Beobachtungspunkt registrierte Gesamtamplitude:

B Aexp(ik' - 7)
7

Aexp(ik R Pl
= SR S expAR - ) wegen 71| [Fun ] = [
T N ~ J/
" v

maximal = 1, wenn Ak - R, = 2z, 2 € 4.

Zexp(iAE . R,,) wegen |F] >> |Rpn|

m
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Am Beobachtungspunkt registrierte Gesamtamplitude:

. A Lo .
AR) = 3 =g expi(F = R) - Bon) expR - 7)
A - - -_’/ — . T _’/ "%
— m exp(Ak - R,,) exp(ik’ - 7) mit Ak =k" — k
m T — fim
Aexp(ik' - 7 TR 3
— exp’%k ) Zexp(iAk - R,,) wegen |7] >> |R,,|
Aexp(ikr AT B 7 " 7
= SR S expAR - ) wegen 71| [Fun ] = [

v

maximal = 1, wenn Ak - R, = 2z, 2 € 4.

das gilt fur alle Gittervektoren m, wenn gilt:

AE . C?l = 27Th1
Ak - dy = 2mhs Laue-Bedingungen
Ak - a3 = 2mwhs, hi,ho,hs € Z
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Am Beobachtungspunkt registrierte Gesamtamplitude:

A Lo .
> ———=—exp(i(k — k') - Rp,) exp(ik’ - 7)
— | — Ry
A - 3 o AT T T
——— exp(Ak - Ry,) exp(ik’ - 7) mit Ak =k" — k
— |7 — Ry
Aexp(ik' - 7 Lo .
— exp(ik” - 7) Zexp(iAk - Ry,) wegen |7] >> | Ry,

7 -

Aexp(ik L Pl P — (E
= SR S expAR - ) wegen 71| [Fun ] = [
S

maximal = 1, wenn Ak - R, = 2z, 2 € 4.

das gilt fur alle Gittervektoren m, wenn gilt:

AE C?l = 27Th1
Ak - dy = 2mhs Laue-Bedingungen
Ak - a3 = 2mwhs, hi,ho,hs € Z

Vektoren AE;L, die die Laue-Bedingung erfiillen,
bilden selbst ein Gitter, das sogenannte ,,Reziproke Gitter*




Das reziproke Gitter
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Vektoren AEh, die die Laue-Bedingung erfullen,
bilden selbst ein Gitter, das sogenannte ,,Reziproke Gitter*
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Vektoren AEh, die die Laue-Bedingung erfullen,
bilden selbst ein Gitter, das sogenannte ,,Reziproke Gitter*

Beispiel aus der Optik:
Beugungsmuster eines Kreuzgitters
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Vektoren AEh, die die Laue-Bedingung erfullen,
bilden selbst ein Gitter, das sogenannte ,,Reziproke Gitter*
Beispiel aus der Optik:
Beugungsmuster eines Kreuzgitters




Das reziproke Gitter o1
Vektoren AEh, die die Laue-Bedingung erfullen,
bilden selbst ein Gitter, das sogenannte ,,Reziproke Gitter*
Beispiel aus der Optik:
Beugungsmuster eines Kreuzgitters
S
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Vektoren AEh, die die Laue-Bedingung erfullen,
bilden selbst ein Gitter, das sogenannte ,,Reziproke Gitter*

Beispiel aus der Optik:
Beugungsmuster eines Kreuzgitters

onoeolq plogheT

- Ji”‘

Maxima des Beugungsmusters
eines Gitters bilden selbst ein Gitter !
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Vektoren AEh, die die Laue-Bedingung erfullen,
bilden selbst ein Gitter, das sogenannte ,,Reziproke Gitter*

Beispiel aus der Optik:
Beugungsmuster eines Kreuzgitters

onoeolq plogheT

- Ji”‘

Maxima des Beugungsmusters
eines Gitters bilden selbst ein Gitter !

Das Beugungsmuster eines Kristalls bildet das reziproke Gitter !



Pause

und Zeit fur Fragen ?



Das reziproke Gitter (2)
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Wie in der Optik, so ergibt sich das Beugungsmuster eines Kristalls
durch Fourier-Transformation der Intensitatsverteilung am beugenden Objekt.

Das reziproke Gitter ist die Fourier-Transformierte des Ortsgitters in den k-Raum:

/d3x 63 (% — ﬁm) exp(i[? L T) = Zexp(iK - ﬁm)

W _
~—

Bestimmungsgleichung fur reziproke Gittervektoren




Das reziproke Gitter (2)

56

Wie in der Optik, so ergibt sich das Beugungsmuster eines Kristalls
durch Fourier-Transformation der Intensitatsverteilung am beugenden Objekt.

Das reziproke Gitter ist die Fourier-Transformierte des Ortsgitters in den k-Raum:

/d3x 63 (% — ﬁm) exp(i[? L T) = Zexp(iK - ﬁm)

W _
~—

Bestimmungsgleichung fur reziproke Gittervektoren

(ohne Herleitung) Das reziproke Gitter hat die Basisvektoren :

- do X a S 1= X a 5
b1 = 27 _,az_,a?’_, bo = 21 _,a3_,a1_, by = 21— —
(d1 X do) - d3 (@1 X do) - d3 (dy x ds) - d3

d’lxc_ig
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Wie in der Optik, so ergibt sich das Beugungsmuster eines Kristalls
durch Fourier-Transformation der Intensitatsverteilung am beugenden Objekt.

Das reziproke Gitter ist die Fourier-Transformierte des Ortsgitters in den k-Raum:
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Bestimmungsgleichung fur reziproke Gittervektoren

(ohne Herleitung) Das reziproke Gitter hat die Basisvektoren :

- do X a S 1= X a 5
b1 = 27 _,az_,a?’_, bo = 21 _,a3_,a1_, by = 21— —
(d1 X do) - d3 (@1 X do) - d3 (dy x ds) - d3

d’lxc_ig

Punkt im reziproken Gitter ist beschreiben durch:

G = h151 + h252 + hsgfs . h1,hound hs heilen Laue-Indizes
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Wie in der Optik, so ergibt sich das Beugungsmuster eines Kristalls
durch Fourier-Transformation der Intensitatsverteilung am beugenden Objekt.

Das reziproke Gitter ist die Fourier-Transformierte des Ortsgitters in den k-Raum:

/d3x 63 (% — ﬁm) exp(i[? L T) = Zexp(iK - ﬁm)

W _

S
Bestimmungsgleichung fur reziproke Gittervektoren

(ohne Herleitung) Das reziproke Gitter hat die Basisvektoren :
- as X a - as X a - a, X a
(d1 X do) - d3 (@1 X do) - d3 (dy x ds) - d3

Punkt im reziproken Gitter ist beschreiben durch:

G = h151 + h252 + hsgfs . h1,hound hs heilen Laue-Indizes

Skalarprodukt eines Gittervektors mit einem reziproken Gittervektor:

R -G = 2n(mihy + mahg + mshs) wegen @, -b; = 216 ;
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Als Elementarzelle des reziproken Gitters wahlt man die Mittelsenkrechten auf
den Verbindungen zu allen benachbarten Gitterpunkten im reziproken Gitter.
Sie heil’t 1. Brillouin-Zone

-Tt/a m/a

1) ¢ o o & —> o e

a
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Als Elementarzelle des reziproken Gitters wahlt man die Mittelsenkrechten auf
den Verbindungen zu allen benachbarten Gitterpunkten im reziproken Gitter.
Sie heil’t 1. Brillouin-Zone

_n/a T[/a
1d)*l ° . « o —t -—F-—J»-
a
2d) g & « o » = = ..
® ® e —p o ] ¢ ¢ S
o /; : e o o
Brillouin zone/ Brillouin zone /'~
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Als Elementarzelle des reziproken Gitters wahlt man die Mittelsenkrechten auf
den Verbindungen zu allen benachbarten Gitterpunkten im reziproken Gitter.
Sie heil’t 1. Brillouin-Zone

_n/a T[/a
1d)*l ° . « o —t -—F-—J»-
a
2d) e e o e« | o ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
® ® e —p o ] ¢ ¢ S
e e « /; .b ) ‘ )
Brillouin zone/ Brillouin zone /'~

3d)

1. Brillouin-Zone
eines fcc-Gitters




Beugung und reziprokes Gitter
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Mit Hilfe des reziproken Gitters lasst sich die Laue-Bedingung umformulieren:
konstruktive Interferenz tritt auf, wenn die Anderung des Wellenzahlvektors
einem reziproken Gittervektor entspricht : Ak = éh
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Mit Hilfe des reziproken Gitters lasst sich die Laue-Bedingung umformulieren:
konstruktive Interferenz tritt auf, wenn die Anderung des Wellenzahlvektors
einem reziproken Gittervektor entspricht : Ak = éh

Kleine Rechnung:
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Mit Hilfe des reziproken Gitters lasst sich die Laue-Bedingung umformulieren:

konstruktive Interferenz tritt auf, wenn die Anderung des Wellenzahlvektors
einem reziproken Gittervektor entspricht : Ak = éh

Kleine Rechnung: - b =a
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Mit Hilfe des reziproken Gitters lasst sich die Laue-Bedingung umformulieren:
konstruktive Interferenz tritt auf, wenn die Anderung des Wellenzahlvektors

einem reziproken Gittervektor entspricht : Ak = éh
Kleine Rechnung:
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Mit Hilfe des reziproken Gitters lasst sich die Laue-Bedingung umformulieren:
konstruktive Interferenz tritt auf, wenn die Anderung des Wellenzahlvektors
einem reziproken Gittervektor entspricht : Ak = éh

Kleine Rechnunag: e R_—a
sk =k-G
_|_

—»

o k2= )2

c’T‘l
QL

G? -
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Mit Hilfe des reziproken Gitters lasst sich die Laue-Bedingung umformulieren:
konstruktive Interferenz tritt auf, wenn die Anderung des Wellenzahlvektors
einem reziproken Gittervektor entspricht : Ak = éh

Kleine Rechnung: - E_ i

—

s kK =k-—
s K=K +G>-2- G
& 0=G? -2k - G wegen|k'| = |k|

Ql Ql
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Mit Hilfe des reziproken Gitters lasst sich die Laue-Bedingung umformulieren:
konstruktive Interferenz tritt auf, wenn die Anderung des Wellenzahlvektors
einem reziproken Gittervektor entspricht : Ak = éh

Kleine Rechnung: I
K/ G

—

s kK =k-—
S kK= +G -2 -G
& 0=G? -2k - G wegen|k'| = |k|

‘Ql

& SlG =k

l\Dlr—l
]
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Mit Hilfe des reziproken Gitters lasst sich die Laue-Bedingung umformulieren:
konstruktive Interferenz tritt auf, wenn die Anderung des Wellenzahlvektors
einem reziproken Gittervektor entspricht : Ak = éh

Kleine Rechnung: I
K/ G

—

s kK =k-—
s K=K +G>-2- G
& 0=G? -2k - G wegen|k'| = |k|

‘Ql

& SlG =k

l\Dlr—l
]

—> Hesse‘sche Normalenform einer Ebene

1‘ Qu

Normalenvektor: el

Abstand vom Ursprung: l| el



Beugung und reziprokes Gitter

Mit Hilfe des reziproken Gitters lasst sich die Laue-Bedingung umformulieren:
konstruktive Interferenz tritt auf, wenn die Anderung des Wellenzahlvektors
einem reziproken Gittervektor entspricht : Ak = éh

Kleine Rechnung: I
K/ G

—

s kK =k-—
s K=K +G>-2- G
& 0=G? -2k - G wegen|k'| = |k|

‘Ql

& SlG =k

l\Dlr—l
]

—> Hesse‘sche Normalenform einer Ebene

1‘ Qu

Normalenvektor: el

Abstand vom Ursprung: l| el

d.h.: k-Vektoren, die konstruktiv interferieren, liegen
auf dem Rand der Brillouin-Zone




Vergleich: Bragg und Laue-Bedingungen
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Bragg-Bedingung Laue Bedingung

@ © ©
2dsin = nA furalle s
maoglichen Ebenenscharen -R-k'/k

Ak - R =2mn Sexp(iAk-R) =1
fur bel. Gittervektoren &

als Ebenengleichung:
. G 1 -
G| 2
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Bragg-Bedingung

2dsin = nA firalle
moglichen Ebenenscharen

Einzeichnen von k-Vektoren

Laue Bedingung

R
Ak - R =2mn Sexp(iAk-R) =1

fur bel. Gittervektoren &

als Ebenengleichung:
. G 1 -
G| 2
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Bragg-Bedingung

2dsin = nA firalle
moglichen Ebenenscharen

Einzeichnen von k-Vektoren

Laue Bedingung

R
Ak - R =2mn Sexp(iAk-R) =1

fur bel. Gittervektoren &

als Ebenengleichung:
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Bragg-Bedingung

2dsin = nA firalle
moglichen Ebenenscharen

Einzeichnen von k-Vektoren

- man liest aus der Grafik ab: G; = 2k sin ©

Laue Bedingung

R
Ak - R =2mn Sexp(iAk-R) =1

fur bel. Gittervektoren &

als Ebenengleichung:
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Bragg-Bedingung

2dsin = nA firalle
moglichen Ebenenscharen

Einzeichnen von k-Vektoren
- man liest aus der Grafik ab: G; = 2k sin ©
- Ak = él steht senkrecht auf der Bragg-Ebene

Laue Bedingung

R
Ak - R =2mn Sexp(iAk-R) =1

fur bel. Gittervektoren &

als Ebenengleichung:
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Bragg-Bedingung

2dsin = nA firalle
moglichen Ebenenscharen

Einzeichnen von k-Vektoren

- man liest aus der Grafik ab: G; = 2k sin ©
- Ak = él steht senkrecht auf der Bragg-Ebene

- fur einen Vektor des reziproken Gitters gilt G; = 2m/d

Laue Bedingung

R
Ak - R =2mn Sexp(iAk-R) =1

fur bel. Gittervektoren &

als Ebenengleichung:
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Bragg-Bedingung

2dsin = nA firalle
moglichen Ebenenscharen

Einzeichnen von k-Vektoren

- man liest aus der Grafik ab: G; = 2k sin ©
- Ak = él steht senkrecht auf der Bragg-Ebene

- fur einen Vektor des reziproken Gitters gilt G; = 2m/d

-mitk=7/A — 2dsin® = A

Laue Bedingung

-_I{-CK’IK’
Ak - R =2mn Sexp(iAk-R) =1
fur bel. Gittervektoren &

als Ebenengleichung:




Vergleich: Bragg und Laue-Bedingungen
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Bragg-Bedingung

2dsin = nA firalle
moglichen Ebenenscharen

Einzeichnen von k-Vektoren

- man liest aus der Grafik ab: G; = 2k sin ©
- Ak = él steht senkrecht auf der Bragg-Ebene

- fur einen Vektor des reziproken Gitters gilt G; = 2m/d

-mitk=7/A — 2dsin® = A

- mit Wahl G, = nG, — 2dsin® =n\ ,
d.h. die Bragg- hergeleitet aus der Laue-Bedingung

Laue Bedingung

-R-K/K
Ak - R =2mn Sexp(iAk-R) =1

fur bel. Gittervektoren &

als Ebenengleichung:
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Bragg-Bedingung

2dsin = nA firalle
moglichen Ebenenscharen

Einzeichnen von k-Vektoren

- man liest aus der Grafik ab: G; = 2k sin ©
- Ak = él steht senkrecht auf der Bragg-Ebene

- fur einen Vektor des reziproken Gitters gilt G; = 2m/d

-mitk=7/A — 2dsin® = A

- mit Wahl G, = nG, — 2dsin® =n\ ,
d.h. die Bragg- hergeleitet aus der Laue-Bedingung

Laue Bedingung

-R-K/K
Ak - R =2mn Sexp(iAk-R) =1

fur bel. Gittervektoren &

als Ebenengleichung:

Bragg- und Laue-Bedingungen sind aqivalent
Jedem Punkt im reziproken Gitter entspricht eine Ebenenschar




10.5 Gitterdynamik
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lonen bzw. Basis im Kristall durch Potential
gebunden am Minimum gebunden
— Gitterschwingungen

— far T>0: thermische Bewegung
— Ausbreitung von Wellen (Schallwellen)

Energie Vir)

!
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lonen bzw. Basis im Kristall durch Potential
gebunden am Minimum gebunden

Energie Vir)

— Gitterschwingungen
— far T>0: thermische Bewegung
— Ausbreitung von Wellen (Schallwellen)

Dissoziationsgrenze
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Gitterschwingungen
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Einfacher Ansatz zur Beschreibung:

gekoppelte harmonische Oszillatoren
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Einfacher Ansatz zur Beschreibung:

gekoppelte harmonische Oszillatoren

- feste Netzebene s im Kristall
- Krafte von allen anderen Netzebenen s+1 s+2, ...
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Einfacher Ansatz zur Beschreibung:

gekoppelte harmonische Oszillatoren

- feste Netzebene s im Kristall

- Krafte von allen anderen Netzebenen s+1 s+2, ...

s S+1

S+2
® © o0 o0 ® O
<—a—
o o [ 1 o0 ® O
< € Ea >

Pe oot

longitudinale Schwingung der Netzebenen (transversal auch maglich)
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Einfacher Ansatz zur Beschreibung:

gekoppelte harmonische Oszillatoren

- feste Netzebene s im Kristall

- Krafte von allen anderen Netzebenen s+1 s+2, ...

S

S+1 S+2

IR R

Ys+1 Ys+2

Auslenkungen Ys+n,n € Z

longitudinale Schwingung der Netzebenen (transversal auch maglich)
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Einfacher Ansatz zur Beschreibung:

gekoppelte harmonische Oszillatoren

- feste Netzebene s im Kristall

- Krafte von allen anderen Netzebenen s+1 s+2, ...

M

¢t

Ys—1

S

S+1

L1 L 1]
<——a—>
L1 L 1

|

"

r

Ys+1

S+2

b
” |

*e

Ys+2

Auslenkungen Ys+n,n € Z

longitudinale Schwingung der Netzebenen (transversal auch maglich)

- vereinfachtes Modell der  linearen Kette*
k— a —3f

<
T

<@
T

o>

o >
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Einfacher Ansatz zur Beschreibung:

gekoppelte harmonische Oszillatoren

- feste Netzebene s im Kristall

- Krafte von allen anderen Netzebenen s+1 s+2, ...

s-1

P
[~

Ys—1

s S+1
L T o0
<—a—
o0 o0

P o»oo1

Ys+1

S+2

b
” |

' ?

Ys+2

Auslenkungen Ys+n,n € Z

longitudinale Schwingung der Netzebenen (transversal auch maglich)

- vereinfachtes Modell der  linearen Kette*
k— a —3f

<@
T

<@
T

- Bewegungsgleichung

o >

Mys = Z D, (ys—i-n — yS)

M : Atommasse, D,: ,Federkonstante“, n € Z
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(2)
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My, = Z D, (ys+n — ys)
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My, = Z D, (ys+n — ys)

Losungsansatz: ysin = A-exp(i(kna — wpt)) = fsin = W,  Ysin



Gitterschwingungen (2)

90

My, = Z D, (ys+n — ys)

Losungsansatz: ysin = A-exp(i(kna — wpt)) = fsin = W,  Ysin

— —wi-M = Z D,, (exp(ikna) — 1)
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My, = Z D, (ys+n — ys)

Losungsansatz: ysin = A-exp(i(kna — wpt)) = fsin = W,  Ysin

— —wi-M = Z D,, (exp(ikna) — 1)

n

mit D_, =D, — = Z D,, | exp(ikna) + exp(—ikna) —2

2cos(kna)

n=1
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My, = Z D, (ys+n — ys)

Losungsansatz: ysin = A-exp(i(kna — wpt)) = fsin = W,  Ysin

— —wi-M = Z D,, (exp(ikna) — 1)

n

mit D_, =D, — = Z D,, | exp(ikna) + exp(—ikna) —2

2cos(kna)

n=1

2 O
= wi= 7 ZD” (1 — cos(kna)
n=1
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My, = Z D, (ys+n — ys)

Losungsansatz: ysin = A-exp(i(kna — wpt)) = fsin = W,  Ysin

— —wi-M = Z D,, (exp(ikna) — 1)

n

mit D_, =D, — = Z D,, | exp(ikna) + exp(—ikna) —2

2cos(kna)

n=1

2 O
= wi= 7 ZD” (1 — cos(kna)
n=1

Dispersionsrelation: Frequenz w, als Funktion der Wellenzahl &




Gitterschwingungen (2)

My, = Z D, (ys+n — ys)

Losungsansatz: ysin = A-exp(i(kna — wpt)) = fsin = W,  Ysin

— —wi-M = Z D,, (exp(ikna) — 1)

n

mit D_, =D, — = Z D,, | exp(ikna) + exp(—ikna) —2

2cos(kna)

n=1

2 O
= wi= 7 ZD” (1 — cos(kna)
n=1

Dispersionsrelation: Frequenz w, als Funktion der Wellenzahl &

Naherung: nur Wechselwirkung zwischen nachsten Nachbarn relevant, d.h. n=1

—> wz — % Sin2 (%) mit sin’(x) = %(1 — cos(2x))
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grafische Darstellung der Dispersionsrelation
1,0

0,8
0,6
0,4

0,2

0

—mt/a 0 m/a
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grafische Darstellung der Dispersionsrelation
1,0

0,8

0,6

0,4

0,2

0 » Kk
—m/a 0 n/a

k| = gist die groRtmogliche Wellenzahl;
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grafische Darstellung der Dispersionsrelation
1,0

0,8
0,6
0,4

0,2

0 » k

—mt/a 0 m/a

k| = gist die groRtmogliche Wellenzahl;

¢ 4a >

transversale Wellen
mit A\ = 2aund \ = 4a
X fuhren zu gleichen

/ \

K=/ K=_37/% Auslenkungen

grofRere entsprachen Auslenkungen an Orten, an denen keine Gitterbausteine sind.
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grafische Darstellung der Dispersionsrelation

» k
n/a
k| = gist die grélitmdgliche Wellenzahl;
« 4 :
A< transversale Wellen
mit A = 2aund \ = 4a

X fuhren zu gleichen

K=1t/12a K=>31rf2a Auslenkungen

grofRere entsprachen Auslenkungen an Orten, an denen keine Gitterbausteine sind.

—  |k| > m/a fGhrt zu gleichen Auslenkungen
wie k ‘= k+2n/a, k‘ € [-m/a, n/a]
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—mt/a 0 m/a

Erinnerung: Phasengeschwindigkeit v, = w/k
Gruppengeschwindigkeit vy = dw/dk

Erinnerung: = ist der Rand der Brillouin-Zone;

Wellen erfullen Bragg-Bedingung und werden vollstandig reflektiert
— stehende Welle



Gitterschwingungen (4) 10

—mt/a 0 m/a

Erinnerung: Phasengeschwindigkeit v, = w/k
Gruppengeschwindigkeit vy = dw/dk

d. h. — (1) lineare Dispersion fir |k| << m/a (Schallwelle)
— (Il) stehende Welle fir [k| = w/a

Erinnerung: = ist der Rand der Brillouin-Zone;

Wellen erfullen Bragg-Bedingung und werden vollstandig reflektiert
— stehende Welle
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—mt/a 0 m/a

Erinnerung: Phasengeschwindigkeit v, = w/k
Gruppengeschwindigkeit vy = dw/dk

d. h. — (1) lineare Dispersion fir |k| << m/a (Schallwelle)
— (Il) stehende Welle fir [k| = w/a

Erinnerung: = ist der Rand der Brillouin-Zone;

Wellen erfullen Bragg-Bedingung und werden vollstandig reflektiert
— stehende Welle



Gitterschwingungen (5)

10:

© OO0 OO0 pgKrstallen mit (mindestens)
© ©0 OO0 O ,yeiatomiger Basis ist eine weitere

©®0O0O0060 gy der Anregung moglich:
©O ®0®00O6

® 006006 O0

Diese Form der Anregung nennt man ,optische Schwingungsmoden®;

sie treten zusatzlich zu den eben behandelten akustischen Schwingungsmoden auf.



Gitterschwingungen (5)

10:

© 0 ®00 0 pggKrstallen mit (mindestens) A

© ©0 OO0 O ,yeiatomiger Basis ist eine weitere E TF++

©®0O0O0060 gy der Anregung moglich: 4k

O ® 006006

® 0 ®0O0®Oo F-
Ladungsunterschiede fuhren zu =q’E
entgegengesetzten Kraften in einem elektrischen Feld

Diese Form der Anregung nennt man ,optische Schwingungsmoden®;
sie treten zusatzlich zu den eben behandelten akustischen Schwingungsmoden auf.



Gitterschwingungen (5)

© OO0 OO0 pgKrstallen mit (mindestens) A
© ©0 OO0 O ,yeiatomiger Basis ist eine weitere k TF++
® 0606 o Form der Anregung moglich: 'k

©O ® 060006

® 006006 O0 lF

Ladungsunterschiede fuhren zu
entgegengesetzten Kraften in einem elektrischen Feld

Diese Form der Anregung nennt man ,optische Schwingungsmoden®;
sie treten zusatzlich zu den eben behandelten akustischen Schwingungsmoden auf.

Ay W

h
Transversal optisch



Gitterschwingungen (5)

10:

© 0 ®00 0 pggKrstallen mit (mindestens) A

© ©0 OO0 O ,yeiatomiger Basis ist eine weitere E TF++

©®0O0O0060 gy der Anregung moglich: 4k

O ® 006006

® 0 ®0O0®Oo F
Ladungsunterschiede fuhren zu =q’E
entgegengesetzten Kraften in einem elektrischen Feld

Diese Form der Anregung nennt man ,optische Schwingungsmoden®;
sie treten zusatzlich zu den eben behandelten akustischen Schwingungsmoden auf.

ny i

IS

h
Transversal optisch

dhy

© [S]

Transversal akustisch



Gitterschwingungen (5) 10

© OO0 OO0 pgKrstallen mit (mindestens) A
© ©0 OO0 O ,yeiatomiger Basis ist eine weitere k TF++
® 0606 o Form der Anregung moglich: 'k

©O ® 060006

® 006006 O0 lF

Ladungsunterschiede fuhren zu
entgegengesetzten Kraften in einem elektrischen Feld

Diese Form der Anregung nennt man ,optische Schwingungsmoden®;
sie treten zusatzlich zu den eben behandelten akustischen Schwingungsmoden auf.

Ay . \& Ay

o e Q

S 7
Transversal optisch Transversal akustisch

—> zusatzlicher ,optischer Zweig" im Diagramm der Dispersionsrelation



Gitterschwingungen: Dispersionsrelation

10

Optische Mode

+ﬂ -
XX

Alcustische Mode
/“’_"“-I-.\\

5 -/. -\

N~

W

A

1 optischer Zweig :
: J2C /M,

M, M, |

:,/QC/M2

akustischer Zweig




Gitterschwingungen: Dispersionsrelation

10

Optische Mode

r”““\</’q“:?<

\__,,/- +\u+

Alcustische Mode
ol
/*/f N

\+"\.h___,,_ +/- -\.

A

1 optischer Zweig :

s 1 2C /M
ZC(M_+M_) !
voTE ' J2C /M,

akustischer Zweig

K

m/a

Im optischen Zweig ist w(k) ~ const. (d.h. ~stehende Wellen)



Gitterschwingungen: Dispersionsrelation 10!

: A
Optische Mode

ff—h +\(-\/_< 1 optischer Zweig :
\__,// +\,,_,_+ :
J2Cc /M,

' J2C /M,
Akustische Mode :
el _ _ ;
s \"“-\ akustischer Zweig :
N~ |
0 — k
0 n/a

Im optischen Zweig ist w(k) ~ const. (d.h. ~stehende Wellen)

Weitere Schwingungsmoden (akustisch longitudinal und transversal)
und Anisotropien fuhren zu weiteren Zweigen bei realen Kristallen !



Gitterschwingungen quantenmechanisch Gl

Quantenmechanische Betrachtung:
s harmonischer Oszillator ist quantisiert
“Phononen” = Quanten der Gitterschwingung (Bosonen)

Energie und Impuls der Phononen: E = hw, p = hk

aber: keine Bewegung des Kristalls, ,Quasi-Impuls®, ,Quasi-Teilchen”



Gitterschwingungen quantenmechanisch

11

Quantenmechanische Betrachtung:
s harmonischer Oszillator ist quantisiert
“Phononen” = Quanten der Gitterschwingung (Bosonen)

Energie und Impuls der Phononen: E = hw, p = hk

aber: keine Bewegung des Kristalls, ,Quasi-Impuls®, ,Quasi-Teilchen”

Das Konzept des Phonons
s beschreibt die Anderung des Schwingungszustands des Gitters durch
- Aufnahme
- oder Abgabe
eines (Quasi-)-Teilchens.
s Anregung von Gitterschwingungen durch Photonen
als Teilchenwechselwirkung:
Photon-Phonon-Wechselwirkung



Gitterschwingungen quantenmechanisch "

Quantenmechanische Betrachtung:
s harmonischer Oszillator ist quantisiert
“Phononen” = Quanten der Gitterschwingung (Bosonen)

Energie und Impuls der Phononen: E = hw, p = hk

aber: keine Bewegung des Kristalls, ,Quasi-Impuls®, ,Quasi-Teilchen”

Das Konzept des Phonons
s beschreibt die Anderung des Schwingungszustands des Gitters durch
- Aufnahme
- oder Abgabe
eines (Quasi-)-Teilchens. __
s Anregung von Gitterschwingungen durch Photonen W;er
als Teilchenwechselwirkung: hw
Photon-Phonon-Wechselwirkung

h)

anti-Stokes
VAV Lf\,-/
hw

t t

,Raman-Streuung”



Reale Dispersionskurven

11.

In realen (3d-) Gittern muss die Richtung angeben werden,
entlang derer die Wellenzahl variiert

> >
L ]
—|
+O
f+
ok
s
i

. ; . . g f? e :
Erste Brillouin-Zone eines fcc-Gitters; 12 L A_Maéﬁl LO : TO .
die Struktur des reziproken Gitters ist bcc. 10 uﬁfﬂ :‘o\ ¥ W

Frequency (THz)

[ ] [ %] -9 (=] (o =]
“%
a‘f“°
iy
o
ﬂ\eto
s
g
@
4 9

(ddg) Lovsee (1102) v sAud "1ddy : "sAud T

Dispersionskurven entlang verschiedener Richtungen
in der Brillouin-Zone eines Silizium-Kristalls
(numerische Modellierung mit experimentellen Daten)

de.wikipedia.org/wiki/Brillouin-Zone

Richtungen:

[": Zentrum der Brillouin-Zone X : Zentrum einer quadratischen Flache
L . Zentrum einer hexagonalen Flache W : Eckpunkt

K: Kantenmitte



Ende Vorlesung 15

und Zeit fur Fragen ?
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