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Aufgabe 1: Dipol- und Quadrupolmoment (10 P)
Berechnen Sie das Dipolmoment p und den Quadrupoltensor ) der folgenden Ladungsanordnungen.

(a) (2 P) Zwei Ladungen ¢ befinden sich in einem kartesischen Koordinatensystem an den Punkten

0 —d

dl , |10

0 0
und zwei Ladungen —¢g an den Punkten

d 0

0], [—d

0 0

(b) (3 P) Zwei Ladungen ¢ befinden sich in einem kartesischen Koordinatensystem an den Punkten

d —d

0,10

0 0
und zwei Ladungen —¢g an den Punkten

0 0

dl , | —d

0 0

Gibt es einen Unterschied zwischen die Losungen der Teilen (a) und (b)? Und wenn ja, warum?

(¢) (5 P) Vier Ladungen ¢ befinden sich in einem kartesischen Koordinatensystem an den Punkten

0 0 0 0
al , [=d|, o], o
0 0 d —d

und vier Ladungen —q an den Punkten

—d —d/2 d 2d
o, o |, o], [o
0 0 0 0



Loésung 1:
(a) (2 P) Die Ladungsdichte lautet:
p(r) =qd(2) [6(x)0(y — d) + 0(z + d) 6(y) — 6(z) 6(y + d) — 6(z — d) 5(y)]

Fiir das Dipolmoment erhalt man:

0+ (—d) —0—(d) 1
pz/d"‘rp(r)'r:q d4+0—(—d)—0 | =2¢d | 1
0 0

Der Quadrupoltensor ist gegeben durch:
Qij = /d?’r p(r) (Baiz; — r? dij)

Fir die Ladungen ist r = d.

Que =q[(0—d*) + (3d* —d*) — (0—d*) — (3d° — d*)] =0.
Quy=aq[(3d*> —d*) +(0—d*) — (3d*> —d*) — (0—d*)] =0.
sz:(),

Fiir die Nichtdiagonalelemente féllt der Term o d;; weg, d.h.:

Qij =3 /dgr p(r) zix;
Da z, fiir alle Ladungen null ist, folgt:

sz = sz = Qyz = sz =0

Des Weiteren gilt:
Qxy = ny =0
(b) (3 P) Die Ladungsdichte lautet:

p(r) =q0(2)[0(x) 0(y — d) = 0(z + d) 6(y) + 6(z) 6(y + d) — d(z — d) (y)]

|

Fiir das Dipolmoment erhéalt man:

0—d+0—(—d)
p=[@ror)r=qla-o0+a-0)=
0

Der Quadrupoltensor ist gegeben durch:

o O O

@ = [ plr) iy — 16
Fiir die Ladungen ist r = d.

Que = q [(0—d*) — (3d*> —d®) + (0 — d*) — (3d* — d*)] = —6d*q.
Qu=4q[Bd>—d*) - (0-d*)+(3d®> —d*) = (0-d*)] = 6d°.
sz =0.



Fiir die Nichtdiagonalelemente féllt der Term o d;; weg, d.h.:

Qij =3 /dgr p(r) iz;
Da z, fiir alle Ladungen null ist, folgt:
Qzz = Qoo = Qyz = Qzy =0
Des Weiteren gilt:
Qay = Qyz =0

The point here is that even though the total charge of the system is the same as before, the
different orientation produces different electric fields. The crossed-configuration of (b) produces
a quadrupole due to the manner in which the negative and positive contributions add up, while
in (a), there is no quadrupole, but instead only a dipole term.

(c) (5 P) Ladungsdichte:

p(r) = a{3(2)5(2) [5(y = d) + 8(y + d)] + 6(2)0(y)[3(= — d) + 8= + )]

~ 8(y)3(=)[8(x + d) + (x + d/2) + 6(x — @) + b(z — 2d)] }

Dipolmoment:
+d+d/2—d—2d 3/2
p:/dg’rp(r)‘r:q d—d =—qd| O
d—d 0
Quadrupoltensor:
Qij = / & p(r) (3wiwj — r70i5)
Qij=0 Vi#j

Qra = /dgrp(T) (2%2 - y2 - ZQ)
=q(—d*—d*—d* —d*> - 2d* — 2d*/4 — 2d° — 8d*) = —qd*(16 + 1/2)
33

— d?
5 4

Quy = /dgrp(r)(2y2 e 22)
=q(2d* +2d* — d® — > + d* + d* + d* /A + d* + 4d%) = qd*(8 + q/4)

33

1
quZ = *iQxaz

Qzz = /dgp(r) (222 -z’ - y2)
=q(—d®—d*+2d* +2d° + &* + &* /A + &* + 4d°) = qd*(8 + 1/4)
= Qyy
Daraus folgt:

sz = ny = _%me

Two things to note: the Quadrupoltensor is traceless (Spurfreiheit), and there is axial symmetry



Aufgabe 2: Ladungsverteilungen (10 P)

(a) (4 P) Bestimmen Sie die Ladungsverteilung, die das elektrische Feld

PO _ 2
E(r) = | T (/3 =1/ (4R))e, fallsr < R
R e, falls 7 > R

erzeugt. Was passiert an der Stelle r = R?
(b) (6 P) Eine gegebene Ladungsverteilung p(r) besitze axiale Symmetrie um die z—Achse.

(i) Zeigen Sie, dass der Quadrupoltensor diagonal ist.
(ii) Verfizieren Sie: Quz = Qyy = —Q22/2.

(iii) Berechnen Sie das Potential und die elektrische Feldstrérke des Quadrupols als Funk-
tion von Q..

Losung 2:

(a) (4 P) Verwende das GauBsche Gesetz

und Nabla in Kugelkoordinaten

(%(Sin@Eg) + $8¢ E¢.

1
E=—0,(r"E,
v Or(r )+ rsinf

r2

1
rsinf

Fiir das gegebene elektrische Feld gilt: Ey = Ey = 0.
Im Bereich » < R ergibt sich daher:

ot E) = Lo [ (T
VE= 7"28T(T E) = r28r [r dmey (3 4R

1 opo (o 17
= — r - —
r2 4d7eg R

Po (1 r);p(r)

 dweo €0

R
__Po ( 7“)
SN -
= plr)= 7
Fir den Bereich » > R erhalt man

1 £0o R3
VE = =0, |r* —| =
r2 " [T 487eg 12

= p(r)=0

Insgesamt:

£o (1 —-X) fallsr <R
p(’f’) — 4 ( R)
0 falls r > R



An der Stelle r = R gilt
m -7
a7 R
also ist die Ladungsdichte dort stetig.
Auch die elektrische Feldstéarke ist stetig:

BR) - 2 (F-T e

" 4imeo \ 3 4R
Po 4 3
— R(— -2
Areq <12 12) er
Po
= R
48Teg er
po R

= —e
48meq 12 T‘TR
(b) (6 P) Give students 2 P per part
(i) Kugelkoordinaten: 7,6, ¢, mit Axialsymmetrie: p(r) = p(r,0) i.e. g—g =0

x = rsinf cos ¢
y = 7sinfsin ¢

z=rcosf

o) +1 21
Quzy = /d?’rp(r) -3ry = 3/ dr 7“4/ dcosf sin? Op(r, 9)/ d¢ cos ¢sin ¢
0 0

-1

27

:%sinZ(b‘o =0
=0= Qy:v
fe’e) +1 27
Qzz = 3/ dr r4/ dcos sinf cosfp(r, 9)/ d¢ cos ¢
0 -1 0
—_—
=0

=0= sz

00 +1 2
Qy> = 3/ dr r4/ dcos sinf cosbp(r, 0)/ d¢ sin ¢
0 -1 0
=0
=0= sz
i.e. the quadrupole tensor doesn’t have any off-diagonal terms
(ii)
Qze = /d37"p(r) . (3x2 - ?"2) = /d3rp(r) (2:62 —y? - 22)
Qyy = /d37"P("') (292 —z? - 22)
Qur — Quy =3 [ Erolr)(a ~ 4?)

00 +1 2
= 3/ dr / dcosf sin?0p(r,0) / do( cos? ¢ — sin? )
0 -1 0

=/ d¢ cos(2¢)=3 sin(2¢) ‘(2)#:0

= Qx:r = ny



Aus der Spurfreiheit (zeigen!) folgt weiter:

sz = QO = _(Qa:x + ny)
= Q:B.t = ny = _%sz
(i)

2 2

1 Qo =y
i)j

:2—73((305 0 — 5 ):—4—743(q—3€os 0)
Dies ergibt:
B Qo 1—3cos’H
do(r) = 16meq r3

Mit dem Nabla-Operator in Kugelkoordinaten

0 00 0
= (5’ 71“8, rsin@c‘)qﬁ)’

berechnet man:

21—300529__31—300529

or r3 - ré ’
1901—3cos?’0 3 . 3sin 20
;%TZT—A‘QCOSGSmQ:i

Es ergibt sich als elektrische Feldstarke:

ré

3 1
- 1667320 py (1 —3cos®f)e, — sin 20ey

Eq(r) = -V¢q(r) =



