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Aufgabe 1: Operatoren & Hilbert-Raum (5 P) Gegeben sei ein zweidimensionaler Hilbert-Raum
‘H mit einer VON-Basis {|¢1), |¢2)}. Fiir den Operator A gelte:

Alpr) = —[¢2)
Alpa) = —[¢1)
a) Formulieren Sie A als Linearkombination von dyadischen Produkten |¢;) (¢;| .

(a)

(b) Ist A hermitesch?

(c) Berechnen Sie AAT, ATA, A2,
)

(d) Bestimmen Sie Eigenwerte und Eigenzustidnde von A.

Lésung 1: Operatoren & Hilbert-Raum (5 P)
(a) VON-Basis, deshalb: 1 = |¢1) (é1] + |¢) (a]:
A=Al
= A(l¢1) (o1] + |¢2) (¢2])

= (Alg1)) (1] + (Alg2) ) (62l
= A= —|¢2) (¢1] — [¢1) (#2]

AF = —(162) (en])" = (Io1) (02])'
= —|¢1) (P2| — |p2) (¢1] = A

d.h. A ist hermitesch.
(c) Mit Teil (b):
AAT = A? = ATA
und dann:

A2 = (= 16} (o] = |62) (@nl ) ( = 101} (0n] — |9} (n] )
= |p1) (P1| + [P2) (P2 =1



(d) Eigenwertgleichung:

Ala) = ala)
= A%la) = o®|a) = 1|a) = |a)
d.h. die Eigenwerte sind ay = +1; a_ = —1.
FEigenzustéande:

jos) = 0l 91) + ol |62)
Alag) = —(ag) |p2) + af) ]gbl)) = :l:(a(il) |p1) + ag) |p2)) < von der Eigenwertgleichung
= ag_l) = —af); a(_l) = +a(_2)

Normierung (o |oy) = 1:

= Jax) = —=(161) Flo2))

Aufgabe 2: Der Besetzungszahloperator (5 P)

(a) n = a'a ist der Besetzungszahloperator; a! und a sind der Erzeugungs- und der Vernichtung-
soperator. Verifizieren Sie die folgenden Kommutatorrelationen:

(b) Beweisen Sie explizit die Orthonormalitit der Eigenzusténde |n) des Besetzungszahloperators.

Losung 2: Der Besetzungszahloperator (5 P)
(a) Beweis durch vollstdndige Induktion:
(i) m=1:
[a,a'] =1 bekannt
Assume true for m, now consider m + 1:

[am+17 aT] - a[am, CLT] + [CL, aT]am — amamfl + 1 am

=(m+1)a™ qed.
(il) m =
[a,a'] =1 bekannt
Assume true for m, now consider m + 1:

[a, (")) = afa, (a")"] + [a,a¥](a")™ = a'm(al)™ " + 1 ()™
=(m+1)(a"™ qed



(iid)
[n,a™] = [a'a,a™] = a'[a,a™] + [af, a™]a

=0—ma™ ta=—mad™ q.e.d.

[n, (a")™] = [a%a, (a")™] = al[a, (a")™] + [a¥, (aT)"]a
=a'm@)™ 1+ 0=m(a"™ qed.
(b) O.B.d.A:: n>m:

(nlm) = —— (Ola™|m) = —— (0]a"™a™|m)

Vn! V!

|
2 (0la™10) = 0

n!

ﬁ

since ™" |0) # |0).

(nn) = (0]0) =1

Aufgabe 3: Vektoren im Hilbert-Raum (5 P)

(a) |v1) und |vg) seien nicht normierte, aber orthogonale, diskrete Vektoren eines Hilbert-Raums.
Zeigen Sie, daf3

|¢1) = alvr) +iblva);  |d2) = alvr) —iblva)
bei passend gewahlten reellen Konstanten a und b orthonormiert sind.

(b) Berechnen Sie Norm und Skalarprodukt der Vektoren:

2 a+m
=2 [ dpluy) cosp
2 a-+m ]
o =2 [ ap) sy

|vp) sei ein orthonormierter uneigenlicher (Dirac-)Vektor.

Losung 3: Vektoren im Hilbert-Raum (5 P)
(a)
(@1lo1) = a® (vifor) + b7 (valva) = a®[Jvr|[* + 0°[[va* = (92]¢2)
(p1lg2) = @®|[va]|* — b2 [|va||?
Wéhlt man

1
a =
[lor][V2
1

b—
||va[v/2

so gilt:

(D1]¢1) = (Pald2) =15 (P1]g2) =0



(b) Norm:
| P = (ren) = / dp/ p' (vp|vy) cospcosp’

a-+m
= — / dp/ dp’ 6(p — p') cospcosp’
™ a a
2 a-+m

a+m 2r1 ) p
= - dp cos? p——[ sinpcosp + = =1
™ Ja 2 2la

Analog findet man:

|92l = (valthe) =
Skalarprodukt:
9 a+m a+m
(Y1) = 7r/ dp/ dp’ (vp|vy) cospsinp’
2 arm 1 a+m
:/ dp cospsinp:—{sirﬂp} =0
™ Ja m a

Bonus Aufgabe:

Stellen Sie sicher, dass Sie ein grundlegendes Versténdnis des harmonischen Oszillators (in der Quan-
tenmechanik) haben. Versuchen Sie erneut, die 2. Aufgabe des letzten Blattes und die Kontrollfragen der
Quantenmechanik zu beantworten. Wenn Sie noch Fragen haben, stellen Sie der/n Tutor/in die Fragen im

Tutorium.



