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Aufgabe 1: Operatoren & Hilbert-Raum (5 P) Gegeben sei ein zweidimensionaler Hilbert-Raum
H mit einer VON-Basis {|φ1〉 , |φ2〉}. Für den Operator A gelte:

A |φ1〉 = − |φ2〉
A |φ2〉 = − |φ1〉

(a) Formulieren Sie A als Linearkombination von dyadischen Produkten |φi〉 〈φj | .

(b) Ist A hermitesch?

(c) Berechnen Sie AA†, A†A,A2.

(d) Bestimmen Sie Eigenwerte und Eigenzustände von A.

Lösung 1: Operatoren & Hilbert-Raum (5 P)

(a) VON-Basis, deshalb: 1 = |φ1〉 〈φ1|+ |φ2〉 〈φ2|:

A = A1

= A
(
|φ1〉 〈φ1|+ |φ2〉 〈φ2|

)
=
(
A |φ1〉

)
〈φ1|+

(
A |φ2〉

)
〈φ2|

⇒ A = − |φ2〉 〈φ1| − |φ1〉 〈φ2|

(b)

A† = −
(
|φ2〉 〈φ1|

)† − ( |φ1〉 〈φ2| )†
= − |φ1〉 〈φ2| − |φ2〉 〈φ1| = A

d.h. A ist hermitesch.

(c) Mit Teil (b):

AA† = A2 = A†A

und dann:

A2 =
(
− |φ1〉 〈φ2| − |φ2〉 〈φ1|

)(
− |φ1〉 〈φ2| − |φ2〉 〈φ1|

)
= |φ1〉 〈φ1|+ |φ2〉 〈φ2| = 1
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(d) Eigenwertgleichung:

A |α〉 = α |α〉
⇒ A2 |α〉 = α2 |α〉 = 1 |α〉 = |α〉

d.h. die Eigenwerte sind α+ = +1; α− = −1.

Eigenzustände:

|α±〉 = a
(1)
± |φ1〉+ a

(2)
± |φ2〉

A |α±〉 = −
(
a
(1)
± |φ2〉+ a

(2)
± |φ1〉

)
= ±

(
a
(1)
± |φ1〉+ a

(2)
± |φ2〉

)
← von der Eigenwertgleichung

⇒ a
(1)
+ = −a(2)+ ; a

(1)
− = +a

(2)
−

Normierung 〈α±|α±〉 = 1:

⇒ |α±〉 =
1√
2

(
|φ1〉 ∓ |φ2〉

)

Aufgabe 2: Der Besetzungszahloperator (5 P)

(a) n = a†a ist der Besetzungszahloperator; a† und a sind der Erzeugungs- und der Vernichtung-
soperator. Verifizieren Sie die folgenden Kommutatorrelationen:

(i)
[
am, a†

]
= mam−1

(ii)
[
a, (a†)m

]
= m(a†)m−1

(iii)
[
n, am

]
= −mam

(iv)
[
n, (a†)m

]
= m(a†)m

(b) Beweisen Sie explizit die Orthonormalität der Eigenzustände |n〉 des Besetzungszahloperators.

Lösung 2: Der Besetzungszahloperator (5 P)

(a) Beweis durch vollständige Induktion:

(i) m = 1:

[a, a†] = 1 bekannt

Assume true for m, now consider m+ 1:

[am+1, a†] = a[am, a†] + [a, a†]am = amam−1 + 1 am

= (m+ 1)am q.e.d.

(ii) m = 1:

[a, a†] = 1 bekannt

Assume true for m, now consider m+ 1:

[a, (a†)m+1] = a†[a, (a†)m] + [a, a†](a†)m = a†m(a†)m−1 + 1 (a†)m

= (m+ 1)(a†)m q.e.d.
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(iii)

[n, am] = [a†a, am] = a†[a, am] + [a†, am]a

= 0−mam−1a = −mam q.e.d.

(iv)

[n, (a†)m] = [a†a, (a†)m] = a†[a, (a†)m] + [a†, (a†)m]a

= a†m(a†)m−1 + 0 = m(a†)m q.e.d.

(b) O.B.d.A.: n > m:

〈n|m〉 =
1√
n!
〈0|an|m〉 =

1√
n!
〈0|an−mam|m〉

=

√
m!

n!
〈0|an−m|0〉 = 0

since an−m |0〉 6= |0〉.

〈n|n〉 = 〈0|0〉 = 1

Aufgabe 3: Vektoren im Hilbert-Raum (5 P)

(a) |v1〉 und |v2〉 seien nicht normierte, aber orthogonale, diskrete Vektoren eines Hilbert-Raums.
Zeigen Sie, daß

|φ1〉 = a |v1〉+ ib |v2〉 ; |φ2〉 = a |v1〉 − ib |v2〉

bei passend gewählten reellen Konstanten a und b orthonormiert sind.

(b) Berechnen Sie Norm und Skalarprodukt der Vektoren:

|ψ1〉 =

√
2

π

∫ a+π

a
dp |vp〉 cos p

|ψ2〉 =

√
2

π

∫ a+π

a
dp |vp〉 sin p

|vp〉 sei ein orthonormierter uneigenlicher (Dirac-)Vektor.

Lösung 3: Vektoren im Hilbert-Raum (5 P)

(a)

〈φ1|φ1〉 = a2 〈v1|v1〉+ b2 〈v2|v2〉 = a2||v1||2 + b2||v2||2 = 〈φ2|φ2〉
〈φ1|φ2〉 = a2||v1||2 − b2||v2||2

Wählt man

a =
1

||v1||
√

2

b =
1

||v2||
√

2

so gilt:

〈φ1|φ1〉 = 〈φ2|φ2〉 = 1; 〈φ1|φ2〉 = 0
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(b) Norm:

||ψ1||2 = 〈ψ1|ψ1〉 =
2

π

∫ a+π

a
dp

∫ a+π

a
dp′ 〈vp|vp′〉 cos p cos p′

=
2

π

∫ a+π

a
dp

∫ a+π

a
dp′ δ(p− p′) cos p cos p′

=
2

π

∫ a+π

a
dp cos2 p =

2

π

[1

2
sin p cos p+

p

2

]a+π
a

= 1

Analog findet man:

||ψ2||2 = 〈ψ2|ψ2〉 = 1

Skalarprodukt:

〈ψ1|ψ2〉 =
2

π

∫ a+π

a
dp

∫ a+π

a
dp′ 〈vp|vp′〉 cos p sin p′

=
2

π

∫ a+π

a
dp cos p sin p =

1

π

[
sin2 p

]a+π
a

= 0

Bonus Aufgabe:
Stellen Sie sicher, dass Sie ein grundlegendes Verständnis des harmonischen Oszillators (in der Quan-

tenmechanik) haben. Versuchen Sie erneut, die 2. Aufgabe des letzten Blattes und die Kontrollfragen der
Quantenmechanik zu beantworten. Wenn Sie noch Fragen haben, stellen Sie der/n Tutor/in die Fragen im
Tutorium.
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