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Aufgabe 1: Spiegeldraht (5 P)
Ein gerader, langer, diinner Draht, der gleichméBig geladen ist (A = Ladung pro Langeneinheit), befindet

sich im Abstrand xg parallel zu einer sehr grofien, geerdeten Metallplatte.

(a) (2 P) Berechnen Sie das skalare Potential ¢ des Drahtes zunéchst ohne Metallplatte. Hinweis:
Benutzen Sie den Gauf3’schen Satz mit passenden Symmetrieliberlegungen.

(b) (2 P) Bestimmen Sie dann fiir die gegebene Anordnung das Potential ¢ im Halbraum V' rechts
der Platte mithilfe der Bildladungsmethode.

(¢) (1 P) Wie grof ist die influenzierte Flachenladungsdichte auf der Platte?

Loésung 1:
(a) (2 P) Zylinderkoordinaten p, ¢, z, mit p - Abstand vom Drahtzentrum. Symmetrien: E(r) =
E(p)e,.
Gaufscher Satz:
V,: Zylinder mit Radius p und Hohe L; konzentrisch um Draht:
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(b) (2 P) Links der Platte, im Abstand (—x¢), parallel zur Platte, Ladung pro Lange (—\).
Potential:
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Gesampotential:
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Dann endlich haben wir:
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Aufgabe 2: Geerdete Metallkugel (7 P)
Gegeben sei eine geerdete Metallkugel mit dem Radius R, sowie eine Punktladung ¢, die sich im Abstand

r’ vom Mittelpunkt der Metallkugel befindet.
(a) (1 P) Wie lautet die zugehorige Randbedingung?
(b) (3 P) Bestimmen Sie mit Hilfe der Methode der Spiegelladung das Potential ¢(r).

(c) (3 P) Bestimmen Sie die auf der Kugel influenzierte Flédchenladungsdichte.

Losung 2:

(a) (1 P) Sei V der Raum zwischen zwei konzentrischen Kugeln mit Radius R und R' — co. Die
Randbedingung lautet dann, dass das Potential auf dem Rand von V null betragt:

p=0 aufS(V)

(b) (3 P) Wir simulieren diese Randbedingung durch Einfiihren einer Bildladung ¢p, die nicht in
V liegen darf, also im Innern der Metallkugel lokalisiert sein muss. Aus Symmetriegriinden ist

zu erwarten:
rgp |l (rp <R).
Dies ergibt den Ansatz
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mit e, - e,» = cosa. Wir erfiillen die Randbedingung ¢(r = R) = 0,
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Damit ist die Losung klar:
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Je dichter g an der Kugeloberflache liegt, desto grofler ist der Betrag der Bildladung und desto
weiter riickt diese aus dem Kugelmittelpunkt in Richtung Oberflache.

Das Potential ) R/
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erfiilllt in V' die Poisson-Gleichung und auf S(V') Dirichlet-Randbedingungen, ist als Losung des
Potentialproblems damit eindeutig.

(c) (3 P) Es gilt
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Dabei ist zu beachten, dass der Normaleneinheitsvektor senkrecht auf S(V') nach auflen gerichtet
ist, nach unserer Wahl von V also ins Kugelinnere. Damit ergibt sich
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o ist rotationssymmetrisch um die Richtung e,» und maximal fiir a = 0. Je kleiner der Abstand
der Punktladung von der Kugeloberflache, desto schérfer die Konzentration der influenzierten
Fléachenladung um die e,.-Richtung.



Aufgabe 3: Die Methode der Spiegelladung (8 P)

Zwei geerdete Halbebenen schlieflen einen Winkel 90° miteinander ein. Eine Halbebene sei die zz—Ebene
mit z > 0. Die andere sei dann die yz—Ebene mit y > 0. Die Ebenen treffen sich also in der z—Achse. Eine
Punktladung ¢ befindet sich an dem Punkt » in Zylinderkoordinaten (pg, ¢g,0).

(a) (2 P) Berechnen Sie das Potential dieser Punktladung. Hinweis: Fragen, die Sie antworten
sollen: Welche Punktladungen benétigen Sie und wo befinden sie sich?

(b) (4 P) Untersuchen Sie das Potential fiir groe Entfernungen r von der Probeladung. Zeigen Sie,
dass die ersten beiden Terme der Entwicklung verschwinden.

(¢) (2 P) Stellen Sie sich nun vor, dass der Winkel nicht 90° ist. Kénnen Sie dieses Problem mit
Hilfe der Methode der Spiegelladung noch 16sen? Wenn nicht, fiir welche Winkeln klappt die
Methode?

Losung 3:

(a) (2 P) Die Punktladung ¢ befinde sich am Ort ro = (a,b), der in Zylinderkoordinaten durch
po, o € [0°,90°] und zy = 0 beschrieben wird. Damit das Potential auf den beiden geerdeten
Halbebenen verschwindet, werden drei Spiegelladungen benétigt. In Zylinderkoordinaten sind
die Positionen der Spiegelladungen gegeben durch
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Fiir das Potential innerhalb der beiden Halbebenen ergibt sich damit
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where we used the cylindrical coordinates distance measure in line 3 and the fact that z; = 0. In
line 4, we use the fact that r? = p? + 22 and p; = pg Vi . In line 5, we introduce the shorthand

a; = p} — 2ppicos(d — ¢i) = pj — 2pop cos(d — ¢i)
(b) (4 P) Performing a Taylor expansion around 0 in 1/r:
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Offensichtlich verschwindet der erste Term (Ladung) wegen >, ¢; =¢—q+q¢—q=0.

Betrachte nun den zweiten Term (Dipolmoment). Zu berechnen ist ), g;a;. Fiir jeweils ein
Paar, an der x—Achse gespiegelter Ladungen gilt
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Dabei wurden wir cos(—27 4 ) = cosz verwendet. Using
cos(a+ ) — cos(a — B) = —2sinasin j,
we obtain
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Fir das andere Paar erhalten wir

q101 + gaae = 4popq sin ¢ sin ¢g

Dabei wurden wir cos(x —m) = — cos(x) verwendet. Wenn man nun beiden Paare berticksichtigt,
erhalt man
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Dritter Term (Quadrupolmoment): Betrachte von der Summe:
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zunachst wieder nur ein Paar:
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Dabei wurde die Identitat
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The result for the other pair is similarly:
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yielding an overall quadrupole term of
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Thus there is a quadrupole term (See sheet 5, question 1). We could go further, in the potential,
but we leave that as an exercise to the reader.

(c) (2 P) Let’s be allowed to vary the angle § between the planes. In order to validly use the method
of image charges, § must be an integer divisor of = or 180°, i.e. 0 = 7, 7/2,7/3,7/4,7/5,... all
work, but no others. As an example, for the case of 7/4, the mirror charges would look as follows




The strategy in general is as follows: To make the z—axis an equipotential (V' = 0), you place
the image charge (1) in the reflection point. To make the 45° line an equipotential, you place
charge (2) at the image point. But that messes up the x—axis, so now you insert image (3) to
balance (2). At the same time, to make the 45° line equipotential, you also need (4) to balance
(1). But then you need (5) to balance (4) along the x— axis, etc.

The reason this method doesn’t work for arbitrary angles is that you are eventually forced to
place an image charge within the original region of interest, and that’s not allowed—all
images must go outside the region, or else the physical problem has been fundamentally altered.



