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Aufgabe 1: Temperatur der Sonnenoberfliche (4 P)

Die Sonne emittiert Licht verschiedener Wellenldngen, wobei das Maximum des Spektrums im
sichtbaren Bereich liegt. Benutzen Sie diese Information, um die Temperatur auf der Oberflache der
Sonne abzuschéatzen.

Solution to Aufgabe 1:
Das Plancksche Strahlungsgesetz stellt einen Zusammenhang zwischen der Frequenz v (oder der Wellenldnge
A), der Temperatur 7" und der Energiedichte U her:

% 1
Udy = 8”3” e dv
¢ ek — 1
oder
8mh 1
Udh = =S =4\
A e — 1
Zu beriicksichtigen ist, dass wegen v = ¢/\ auch dv = —c/A?>d\ gilt. Daher ergeben sich in beiden

Darstellungen auch unterschiedliche Maxima, d.h. fiir die Maxima vpax und Apax gilt nicht die Beziehung
Vmax = ¢/Amax! Wie sich herausstellt liegt das Maximum des Wellenldngenspektrums der Sonne im sicht-
baren Bereich, das Maximum des Frequenzspektrums allerdings nicht.

Berechnen wir zundchst das Maximum des Frequenzspektrums (falscher Ansatz!):

Um die Position des Maximums zu berechnen, muss die erste Ableitung null gesetzt werden:

U 8rh? 1 8rhyd  —eit -
o, =3 T3 Tm T 3 =0
dv c err — 1 c <e% _ 1)
8mhy? 1 hy n h
= B 2[3'<ekT—1)—ekT'kT}:0
()
hv hv
= T - (3 —— | —=3=0
e kT ( kT)
= e (3—x)—3=0
mit x = Z—; Diese Gleichung kann numerisch (z.B. mit Mathematica) gelost werden. Alternativ kann man

die Gleichung iterativ 16sen. Dazu stellen wir die Gleichung um
e’ (3—x2)—3=0
e’ —1

eiE

= r=3-




und setzen xg = 1 auf der rechten Seite ein. Man erhélt den Wert 1 ~ 1,896, den wir im néchsten Schritt
verwenden usw. Man erhalt

xo | 1,000
z1 | 1,896
r9 | 2,550
r3 | 2,766
x4 | 2,811
xIs5 27820
re | 2,821
z7 | 2,821
und damit
hv
T 2,821
hv
= T= 2,821 - k

Wenn das Maximum des Spektrums im sichtbaren Bereich liegen wiirde, befinde sich die entsprechende
Frequenz vpmax zwischen 400 und 800 THz. Fir die zugehorigen Temperaturen am Rand des sichtbaren
Bereichs wiirden sich

h - 400 THz
e aa—— K
IR= 79891 .k 7000
h - 800 THz
Toy = ———— "% 214000 K
UV o821k 000

ergeben. Die Temperatur der Sonnenoberfliache sollte demnach zwischen diesen Werten, also bei etwa 10000
K, liegen.

Die tatséchliche Oberflachentemperatur der Sonne betréigt allerdings lediglich 5778 K. Diese Rechnung zeigt,
dass das Maximum des Frequenzspektrums nicht im sichtbaren Bereich liegt. Allerdings kann man trotzdem
zumindest die Grolenordnung der Temperatur auf diese Weise abschétzen.

Berechnung des Maximums des Wellenlédngenspektrums (richtiger Ansatz):

U $the 1 Sthe —eWT - ke
= e m + L=0
X\ Nk A <€;]LTCT_1>
8rh 1 c c h
- . Zﬁc-(m )2 [5-(e¥?cT—1)—exiT-MfT]:o
e kT — 1
hc hC
= 5——— ) —5=
e < )\kT)
= e - (5—-y)—5=0
eV —1
= Yy=> o

mit y = /\};TCT Durch Iteration mit dem Startwert yo = 1 erhalten wir



yo | 1,000
Y1 3,161
yo | 4,788
ys | 4,958
ya | 4,965
Ys 4,965
und damit
he
T 4,965
he
= = 1065 Mk

Da das Maximum des Spektrums im sichtbaren Bereich liegt, befindet sich die entsprechende Wellenldnge
Amax zZwischen 400 und 800 nm. Fiir die zugehorigen Temperaturen ergibt sich

he

TR = 1965200 am %~ 200 K
h

Tory ¢ ~ 7200 K

~ 4,965 -800 nm - k

Als Abschétzung kann man den Mittelwert (5400 K) verwenden, der sehr nahe an der tatséchlichen Oberflachentemperat
(5778 K) liegt.

Aufgabe 2: Compton Steuung (6 P)

Ein Photon v der Frequenz v stofle auf ein ruhendes Elektron e der Masse m. Nach dem Stof habe das
gestreute Photon +/ die Frequenz v/ und das Elektron habe Impuls p/ und Energie E!. Der Streuwinkel
zwischen v und ' sei a.

(a) Stellen Sie den Energieerhaltungssatz und den Impulserhaltungssatz auf. Fassen sie beide Gle-
ichungen zusammen, indem Sie die Vierer-Impulsvektoren

B Ee/c> _<E7/0> ,_(Eé/c) ,_<E,’y/c)
pe<pe =) =) A=)

definieren. Die ungestrichenen (gestrichenen) Groflen beschreiben dabei die Situation vor (nach)
dem StoB. Berechnen Sie nun (p, — p/,)? und (p. — p,)*. Driicken Sie Ihre Ergebnisse durch E,,
E’77 a und die Elektronmasse m aus. Welche Beziehung besteht zwischen E., E; und «a?

(b) Leiten Sie aus Ihrem Ergebnis aus (a) die Compton-Formel

h
N —XA=—(1-cosa)
me
ab. Dabei sind A und ) die Wellenlangen des einlaufenden bzw. gestreuten Photons und

h/(mc) =~ 2.4 x 1071° cm ist die Compton-Wellenléinge des Elektrons.



Solution to Aufgabe 2:
[| Es gilt

E’e:Tnc2 ;v Pe=0 E’)/:|pfy|c )

El =|plle , E,=E.+E,—E, , p.=p,—p, , p, p,=|plp)|cosc

_ (me _ !M) ;o <m6+ p,| — Ip9> 0 <ng!)
Pe (0) y Dy (p7 »  De p’y_p/7 I p{y

Die Invarianten schreiben wir als

Somit ist

(py —P5)2 = =2pp, ,  (pe —p.)* = 2m*c® — 2pcp),
Nun ist
P, = P, 1B} — Py - B, = [Py 1P, 1(1 — cos @) = & B, E,(1 — cosa)
pep, = me(me + |p,| = [py]) = m(me® + E, — E)
Gleichsetzen der Invarianten liefert
~2E,E (1 —cosa) = 2m?c? — 2m(mc* + B, — E)
= E,E.(1—cosa) = mc*(E, — E)

[| Mit E' = hv = he/X erhélt man aus (a)

h2c? hc  hc
1— =mc? | — — —
AX( cos ) = me </\ )\’)
/ 1 1 /
= %(1—(30806):)\)\ X—y _)\—)\

Aufgabe 3: Operatoren in der Quantenmechanik (10 P)
(a) Der Kommutator fiir zwei lineare Operatoren A und B ist definiert durch
[A,B] .= AB — BA

Zeigen Sie die folgende Eigenschaften des Kommutators, wenn A, B, C' lineare Operatoren und
A € R sind:



Antisymmetrie: [A, B] = —[B, A]
Linearitat: [NA+ B,C] = \[A,C] + [B,C]
Prodktregel: [A4, BC| = [A, B]C + B[A, C]
Jacobi-Indentitét:

[4,[B,C]] + [B,[C,A]] + [C,[A,B]] =0

(b) In der Quantenmechanik werden die physikalischen Observablen als Operatoren identifiziert.
Die Ortskoordinaten und Impulse von Teilchen werden nun durch den Ortsoperator X bzw.
Impulseoperator P dargestellt, die auf die Wellenfunktion ¢ (x,t) wirken. Dies ist eine Eigen-
wertgleichung;:

Xip(z,t) = vip(z, 1)
leb(w, t) = pﬂﬁ(i’?a t)

wobei z;, p; € R den gemessen Orten bzw. Impulsen entspricht. In der Ortsraumdarstellung gilt:
0

)

(i) Zeigen Sie in dieser Darstellung die kanonischen Vertauschungsrealtionen
[ X, P (x, t) = ihdse) (e, t)

(ii) Der Hamilton Operator fiir ein freies Teilchen lautet H = >, P?/2m. Zeigen Sie

(%5, H]b(2,6) = - (e, 1)

Solution to Aufgabe 3:

In quantum mechanics, observables (real values that one can obtain by performing measurements on a
quantum system) are mathematically described by linear operators of a Hilbert space.

Why Hilbert spaces?

Physical states of a system are described as vectors in a Hilbert space. |1) € H and Hilbert spaces are
complete (vollstdndige), thus have a complete basis (a set of linearly independent basis vectors) so a basis
representation is possible. Hilbert spaces also have a natural definition of the scalar product and hence
normalization - extremely important concepts of quantum mechanics.

Consider the equation:

X [) = a; i)

This is an eigenvalue equation, with X being the operator, |1) the physical state of the system, and z; € R
being the eigenvalue of the operator.
So, measurements in QM correspond to determination of the eigenvalue of the corresponding operator.

(a) Commutator of two operators:
[A,B] = AB — BA

For linear operators, the commutator is generally not vanishing: [A, B] # 0.

To so the properties of the commutator:



Anti-symmetry:

[A,B] = AB— BA=—(BA— AB) = —[B, Al

Bi-linearity:

M + B,C] = (A\A+ B)C — C(AA + B)
= MC + BC —CX\A—CB
= MAC — CA) + BC - CB
= MA,C] +[B,C]

Product rule:

[A, BC] = ABC — BCA
— ABC — BCA + BAC — BAC
— ABC — BAC + BAC — BCA
— (AB — BA)C + B(AC — CA)
= [A,BC + BIA, C]

Jacobi identity (defines the Lie-algebra):

[4,B,C]] = [A, BC — CB]
= [A,BC] - [A,CB]
= [A, B]C + B[A,C] — [A,C]B — C[A, B]

Expanding the other two terms: [B, [C, A]] and [C, [A, B]], and adding all 12 terms together
we see that they all cancel, leading to 0, i.e. the Jacobi identity

(b) Position representation of X, P:
X:L? SR, Xyx)=z(x)
where:

e L7 is a square-integrable function

e )(x,t) is the wavefunction

e |¢)(x,t)]? is the probability density

e [z dz|¢(z,t)]* = 1 normalization condition

e Momentum operator P= —iha%

Bra-ket notation:

|) € H + ket
(1| € H* < bra

where the bra lives in the dual Hilbert space.

The wavefunction (x) is given by:

() = (zl)

i.e. a projection into the position space.



We have the following:
(@] X [9) = (zl @i ) = i (x]y)) = zitp(x)
A 0 0
(o] P 1) = —ih— (a])) = ~ih-—u(x)

What is the commutator of X and P?

[Xi, Pj]w(:c,t) = —ih(xii — ixz)w(x,t)

8$j 8x]~
0 0

= 171(3016%@[)(:13 1) — 3 [mﬂﬁ(:ﬁ t)])

) 0
— _lh(“ax] — [0 (z,t) + xz—w(x )])
= ihéijh(z,t) Vip(z,t) € L?
= [X;, P = ihdy;

This relation is known as the canonical commutation relation (kanonische Vertauschungsrela-
tion).

(¢) Consider the Hamilton operator:

with the eigenvalue equation (also known as the stationary or time-independent Schrodinger
equation):

Hip(z) = Ey(x)

We have the following:

N A~

—ng( X0, BBy + B[, By )

=> 5 (ihéijpj + Pjind;)



