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4. Systeme identischer Teilchen
4.1. Austauschentartung4.1. Austauschentartung

Zwei Teilchen bezeichnen wir als identisch, wenn alle ihre Eigenschaften 
und Quantenzahlen (Masse, Ladung, Spin, …) gleich sind, z.B. zwei 
Elektronen oder zwei Photonen (Elektron und Positron sind nicht identisch wegen 
entgegengesetzter Ladung).

In der klassischen Physik bewegt sich jedes Teilchen auf einer wohl 
definierten Bahn, man kann identische Teilchen einfach 
durchnummerieren. In der QM gibt es keine festen Bahnen, sondern 
Wellenfunktionen, die sich überlappen können. Eine Nummerierung 
wäre nicht mehr eindeutig.

Beispiel System von zwei Elektronen im 
Heliumatom, Spin zunächst vernachlässigt:

Da die Elektronen identisch sind, gilt

HM.2)= bpotequal -equal fees
Air) = -e (z = 2)



Jede Linearkombination 

wäre im Prinzip Eigenfunktion, solange gilt

Austauschentartung

Damit würden physikalische Grössen aber von alpha und beta 
abhängen. Daraus schließen wir, dass unsere Beschreibung nicht 
adäquat ist. Was fehlt, wird auch Symmetrisierungspostulat genannt, 
oder Spin-Statistics-Theorem:

He, 2) = H/2,1) /Permutations -Symmetrial

Sai 4/12) Eigenfunktion von HM,2)
nit Energic Ezz.
Aus do Permutations - Symmetric folgt,
dab auch 412.1) ane Eigenfunction
on HM2) mit degladian Energic sain

weas.
Diesnet man and gleiche

Energies

a Pr412) +$412,1)

<"B"=1.

Esgilt jedoch
night notvendigorise (M2) =P)



Zustände, die aus identischen Bosonen zusammengesetzt sind, 
müssen total symmetrisch unter Permutation der Teilchen sein, 
Zustände aus Fermionen total antisymmetrisch.

Bosonen haben ganzzahligen Spin (z.B. Photon: Spin 1, Higgs Bososn: 
Spin 0), Fermionen haben halbzahligen Spin (z.B. Elektronen, quarks). 

Das Spin-Statistics-Theorem kann aus der Forderung nach einer 
Lorentz-invarianten Beschreibung in der Quantenfeldtheorie hergeleitet 
werden.
Das Pauli-Prinzip ist im Symmetrisierungspostulat enthalten.
 

Damit gifts also bizwei identischen Bosonen

nedin Lisung 43V2)= Pre2) +4R),
Ventspreched

beizver identisches Permisner new normiet)

PAN2) = 412) - 4rzse),
modula

also
41.1) = =N&4.2) Nominang)



Definieen wir deePermutationsoperator

Per2 church Peaz4/2)=4r2,1),

Sogate Paz MeM21=1 41/2)

Die Permutations-Symmetric des Weldenfunction
ist centurabliangig, also one Enhalinggrise,
deshalbgiff

↑Prez, A T = 0

4.2. Nidentische Tailcher, Fermionen and Bosonen

Hamilton -Operator:HM2, . ..N)

ist invariant unter Vertanschung
zwaier baliebiger Teilcham:

H/12, ..........N) = H/12,...9...,..N



Die Anzahl de miglichen Permutation
ist N.

Vair wide man also wantee, day die

Eigenzustands von If N1-gach entandet sind.

Wirzeigae were, das dies wicht der Fallist.

Sei Pag der Permutationsoperator, welcher

andI vertainschit.

Preeg 4Vic..........N = 415...4,..()

Esgite 2 = 1 -> Eigenet 1=E.

Es gibt N5-1) solcher Operatore.

Wegan (H, Rizg] = 0 lawn man



Versucher, Eigenfunktione row Han finden,

dis auch Eigerfunktionen in aller Pay
sind. Diesist abo night miglich.
Grund: nicht alle Pig Gommuliever

E. B.giff:

Piag Pick N...0mg...h) = 5/...6...0,.g.)

Pack Pazg 41.0mig...h) =N/...8.hrii.)

=>

M4, 342] +O↑

=> being rollstandige Basis Commutinander

Observablow



Win Kinnan abor eigen, dases far beliebigeN

immer zwei Funktionengift, die

Eigerfunktioner row allen PAj sind.

Despict 5 Teilchow, finde EigerfandLiomen:

Pae 4123) = 1s 7Hes)

Peas NRLs) = 12 Pre23)

Paes 4/2s) = 14Acs)

Esgilt: Prez Pus =PosPree - Pay Pass

Weyen Picz PEs4=ProsPee24 gitt

tets = toth => he the ne



Weyer Pass"ec2 N= Pexutecs& gift
·I

to t = hte => rig=ty 12)

1), (2) =2 = -z = rg

Vealgeniversing any N Tilhu =>

Frez...N karn new dawn Eigenfaution row

allen Pitj sain, wener giff

Puj yha...N = 14K2...N)
mit I unablingig von cig.
Wagan 2 = 11gift also:

Havenew dance Eigenfunktion
row allen bag sain, wave six relstanding
symmetrischA=1) oder rollstanding antsymichisch
H==1)ist.



Brspied System on 2 identischen Tilchum,
die nicht wechselwirken:

H =H M) + HoR)
- Tilden-Label

Ho habe &migliche Instand mit Wellen -

funklionen B, and P2.
Es ergeber sich X moglisle Kombinationan:

Dux 8nx), 82x3 821), duhldk, 9ks@cks

Wir wissenabor, day die Eigenfaktisan vou

Hand Pase men rollstanding symmetrisch
odh rollstanding antisymmetrisch seem himen.

Deshalb ergeben sich in symmetrischem
Fall 3 miglia Eigenfunktionen (triplett),
in antisymanchische Fall no line migliche
Eigenfunction (Singletf):



*mmetrisch:

desesdks, bad, besend aparzs*)

antisymmetrisch:

Fe/Pers 92K) -$1ks2Ms)

Wir Kenner [Artenrow Teilham:

Fermionam: Tilcha withalbzahigem Spin
Bosonen: Teilcha mitgazzabgan Spin

Far Farmionen mud die Gesamtwellerfunktion
immer antisymmetrisch saim.
Fir Bosonen mud die Gesamtwellerfunktion
immer symmetrisch saim.



Man spricht vow Fermi Pirac-statistike fin

Fomioner, Bose - Einstein-Statislike fin
Dosomer

Folgering for Ren Grudenstand lines
Systems on identischen Teilchen:

Hamiltonoperator fir nicht-wedselwirbende
Teilcher,

H = zHolid
c
=

1

Die Energie- Eigenenstand scien EC.

Hold PC. = EC. Pas

Fir Nmchb-identische Teilda wave die

Wallenfunktion des Systems
MeMz...N= YClYaks... Newle



also Teildew (in EnslandGe, ..., Teilden N

in Enstandor and

H 42/12 ... N) = EC. 4KC.
Fir identische Teildem have 48/c...N
abor beine Eigenfuntion sein, do six being

speciale Symmetric - Figoschaften hat.
Wir missen symmetrisien bzw. anti-

Symmetristian

Symmetrische Wallenfunktion:

#5/12...N) =bzPals...Everset
Anfisymichische Welterfunktion:

#Aree...N) =bz signs PM...Fairis



Daberish sign/P)= (/grade Permutation
~f ungerade Permutation
= Ingerade Anzallvow

Vertanschunger (

PA 1.2. ...N) barn auch as Determinant

geschrieben worden:

1 Yaul) Perl... PeW)PA 12....N) =Ntt Y/) #z/
· ·

Parks.... Poles

Vertanschung on Teilche; andj entspricht

Vertanschung der Spatter rundi, and

damit jolgt die Antisymmetric and dem

Eignschafter do Determinante

Auberdem jolgt: falls Eneioder meter Enstand



gleich sind (= = 65), gilt WA = 0.

Dies ist dus

Pauli-Prinzip: In fermionischen Systema
Kann as Keze zwei Teilden

in identischen Quantaneustander

geben.

Grundznsband: for sim Tehchum: Energie Fo

Bosona: alo Teilchen Kinna, side in

Enstandmit Enegie Fo befinden
->besantenegic des Grudenstades:
=N. Fo

Fermions: to have no einfach besetet sein.

-> GrundInstandsenergiz
②= Fo+,+...- Eve



Pic Energic des hidsten besetzten

Enstands in Granderstand, Erry,
wirdand Fermi-Energicgenannt.

4.3. Baspict Helium-Atom

H = H+ He + U

H=F-zei=c

V= e?

↳is 1-52/

Wir betradten Vals stiring and beechmem
Lunachst die Eigenfunktionen fir V= 0

In muffler Ordnung Staringstheorie gith

Ch+ He)14ro3>= Ene/pros,



Onne Berricksichigang des Spinsgift

Apols = Inelames & luafme)

ZEos = En+EnY; En-EEE"
Damit ergeber sick dia Enrgizuivens

me nz E/er)

+ I - 108. G

I 2 - 68.0

I 3-60.4

1 co - 54.4

2. I ~ 27.2

inned = /e,0s) istder enfach innisiet Instand.
Der Instand /,co) ist kein gebundene Instand.



De Eusland (2.2) ligt ergelisch Liber als
de Enstand/e.cs) andist deshalband bein

gaburdener Enstand. Fir Bindungseustand
in defamatoma mad also mindestars an

Electron dieHamptquanhnzall + haben.

Drisichigang des Spin-Wellenfunktion:

Desautwelenfunction dos beiden Elebboun
rub andisymmetrisch sain, setet sid

Insamman and Orswellerfundion and

Spin-Wellemfunction.

Din Spin-Wallenfunktionist entrader

symmetrisch: Triplett,

the = 1++ , fer=1zes, to f/hwx+1-ts)



oder antisymechisch: singlett,
100 = E/1+->-1-+3)

Damit ergable sich zwei miglide Kombinationen:

(a): Ts too looksellerfuktion symechisch,
Spin-Wellenfunktion anticymm. (

1): Te 4ams Ins25+10,3) Vortsellerfundin
anhisymun, Spin-Wellafubtion

3
mmchisch(

ansgediest durch Eigenstands Inlm> &15,ms):

Singlefffas: for 21: Phie=100zAll00& too

fiv in 41: Right/leoo>Alutms + Imaniahoot
too

Fall (a) neunt man arch Parahelium.



b): fi in Mil:

Ptrph-F (100AImkm) - IndieAhoos & tim
Der Fall, dab back Mi=/ sind, Kane might

anffieter wager de Antisymmetric dev

Ortswellerfunktion.

Fall (b) neunt man and Orthohelium.

Die Abwesenheit des Triplett - Instances fir

↓men = 100 and helme = 1001 war

in Bohrsham Modellnichtebbarbar.

Das Orthoheliumpasste basser in das Bohrscha

Modell, deshalb de Nana "Orthohelium",

wahread die Spin-Singlett-Eigenschaft vsm
Parahelium costspiter durch das Paul- Prinzip
erblant wooden bonute,



Nun batrachten wir VIO in 1. Ordnung
staringstheorie.

Grandenstad:

AF = <10018400 (V110018100)

- 6.c JaPoSam/Prool)114ool?Pe
Iwi-v/

mid Poolers = no2-.

*
I= E)C.tcJdmCeCEEmeEr

-

1

⑭e18ve
KIT? I

max/,w2)

e2
- Stc; 9 = tc;jube-Eatl logis44So



Neberechmg:

Ido at
a

matrices

yotK_gE -we-EE

I: javveE.F
-To lol

=>AF=5.E1.ec

= F.E. m? <

/Rydbegme=-fydes H-Abous
=-13.6eV



=>A= = Rydbeg = 34eV

My S

Gesamtenoogie des Gudznstands:

E.= E +AF = -0 Ry +2.5My

- - 84.0eV

experimentele:Ein = - 85.98 eV

Valsbleine Stiring In betrachten ist also
bene besonders gate Naherung-



Angeregle Instand

Wir betrachten window 1.Orching Stirgstheorie
Die Energie der Singhft-Enstands mit einem
Electron in Enstad nm wind wit

AOne beechnet, die do Triplett-Enstance wil

AEe. Es gilf

*wat = to Samdir trail

/Pools)Ynewre)1 Pootia thenR

=t (Side MoliR/PnenkIf-ie/

* Setidine Disories Ynentialtool quenus3
10s-2/



=Je * One las

Jess dawn als Wechselvickung zuischem
znei Ladungsvertelanger interpretienf
worden.

Une hot bene blossische Entspreching
Esist do "Austanschton", shoe row

do Symmetrisemy/Antisymnehisimg
do Wettenfunction donut,

Bemerbung:

wegen I, al3 = 0 = 1+12 total
Bahndrehimpuls)

Laughs) night row an ab

Es gainstalso, m=0 In betrachter.



Huberdem findet man for beliebige u.e,das Pre > O.
-

In Gunderstand 4.1, n2=1,9=0

name die Outswellenfaction new

symmetrisch sain, deshalb mb die

Spin-Wellefunktion antisymetrisch
saim -> Parahelum/spin-Singlett)

Far m=1
, m

= 2 sind Spin-Singlet /s=0)
oder Spin-Triplett (S=1), also Parahelum

oder Orthohelium mighich.
Wegan Rne > 0 sind die Enstand

in Parahelium energelisch Liha
als in Orthohetium.



source: Chegg



Die Spin-Baha-Wechselwirkung
- 5.2=1/j22-52) Laban air

bisher renach(assist.

Wegen S=0 worden die Nireans in Parahelium
dadench wight anfgespotten, die Vircans
in Orthohelium dagagae dicifach (2st1)
fier <> 0.


