
Relativistische Quantenmechanik, Lorentz-Invarianz

Klein-Gordon-Gleichung, Dirac-Gleichung



5. Relativistische Quantenmechanik
5.1. Lorentztransformationen, Kovarianz

Relativitatsprinzip: 1 instein 1905)

· In allen Inertialsystemangetter die

glichen physibalischen Gesetze

· Die Lichgeschwindighet ist in alle
Inertial

by
stemmgleich.

Transformation Erischen Instialsystemen
Fund I Loveatransformation
Lassen Skalarproducts in Minkowski. Ran

invariant.

Oleichunger, die in alle Inertialbystemen
dieglaide Farm annahman, worden als

Lorentz-Govariant bezahact.
-
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Beispiela:
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1 = 18se) with RTR: A
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IBVYS =
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· boasts: I'barage sich wit Gesindighet
To relativ znE.
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Det 0 =/N-12) p= =
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allgemein barn of durch 3 Winkel and
3 Komponenten von is parametrisient werden

->Lorentz - Transformational bildor
line Liz-Gruppe.

Hanghrom 6bonhinvibchem Parameter ab,

KinsalamandOcif gigg=0



Glassification

LI = =Sh /def1=#13

Lt: Intergruppe de eigentlichen Livatatrons
/In: being Gruppe, hat bein Einselement)

24 ..Sh11: 213, L-Suldic-

24: Integrape do orthochroman Loradztransf

defL L

I
Beispiel

LT + 1 &I L = 16_te

L - I 2I up Ne--1) 'Taunspigeting
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c -I 1- ++ /t--z)
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Fir Coventz-Tensor row Magn
transformet sick wit
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= M... 70...On

Specialfalle:
Shalow: s=k0j-c=gusttf =sk
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Govariants Ableitany:

on = gm=/eft) andoffoll

o = of=/ee

fA = 8T = go #+E.A

&"ALembord - Operator 1 "Quabla"):

*8"=g-A

Notation:
Me (0,1,2,33

a 52,33 /Latinise Endices

newfir Raumhoordinator(



Relativistische Mechanik:

Linimelmet d= guodeeded "Veltliniz
enische

Erignissen indo

fir K =0:ds = (d22;
Raumzcif

dE=Edt=Ntdt Eigenzel

Wirkung S zwischen Eregnissen AndB:

Ausafe: Srsds = dc=setNE
Ea

mit zu bestimmademe J. Wirkung may dimensionsles sein.
S= Sdt1 =>

2 = xc /e-sye=<cN-L+0fail)

=X2-iz + Ofly")
a men

irrelevante
Konstante +Emit was mit nicht-rel

Limes abeastinual
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=>< 1 -ma

=S = - mc"Sdt, 9: -matte

=>g8g 089, =Umx = Pi

H = p.9 -4 = Pmez 8= K-527-E

·Pmje"+Fm12 =E

=>fair an relativistisches Teilche

E=c</m=c<+p2)

=> Po- Impuls: profe
wit p=p"pr = mec



Her strom: yu = ves)
=>

Kontinuitatgleichung t3+Ej=0
WirdEn Pujl = O

Weltenglishing forA

mit 36 = 1 and At=/t
FAT=1jr

Govariante Formulinary do MaxwellClichuugan:

On FrO=t ju

OnEr=0, ErdI guiseso



5.2 Klain-Gordon-Cleching
VOsban Klein, Walter Gordon 1926)

Desudt. Cleichung for sine Wellenfunction8,
walds invariant ist unter

Corsutz - Transformationer

zunachst betradten wir air fries
nicht-relativistisches Twitchen: F= tr

H- itg, p--itE to)

H6 = Ep =>it86-1d

schvidingorgleichung, night Coventz-invariant
wegen Establitzing 1.Ording, Outsablating
2. Ordnung



treies relativistisches Teilchen:

E= /m=c4+52)E

Verwanding row (A =>

itg= /c"-12)p
Wurzelanes Differentialoperators ->

ner definiet ibor Meihaentwiching ->
beliebig hole Terma in 1- nichtsymnchisch
in Orfand Zef.

never Versuch: quadricen

=nick+pic,Hee -te
-tf 8 = /m2ck-c1

Vif.-A +Y= 0



/+miE= 0

Klein-Gordon-Cleichung

Lisungen: ebove Weller

A/Ge)- etips-Et

#= 1 Uric4 +pic

negative Energien?

Diese Clechung made show 1925on
Schrodingergefunden, abo vewofen,

wagen
de Lisungen mit negative Energize

and wail die Feinstrator des H-Afoms

damit nicht beschrieber worden Kaun



Nach teldquanhisierung beschrabt& aim

shaloes Tilda ohne Spin, E. B.

Pien oder Higgs-Boson. Die Lisungen mit

negative Energian reisen anddie Existenz Van
Anfeilche

Weiters Probleme:

betracle Watscheinlichbitsdichte ad

Wahrscheinhichkails-stom

Multipliziev dazn mil pt and bombinize

mit Gonjugater Klein-Gordon (K6)-Clichung:

pe/+m4-ol+mEyo+=0

=> on18-mdt = 0 ·t

⑤ In/y%g8-8884 + F/pred-bror) = 0

Kontinuititgleichung Sage = 0 nut



j -. 1840-pEpt)

Wahuscheinlichkeits - Strow

3- 1- 188-4884[MCE

Wahrscheinlichbats- Didte

abor: gist nicht positive definitE

=>bane so wideas Dichle interpretient
wordem

Schrodingeglichung: 3 Firy Didle,
positive definit (



Do before Grand fir diese Problems lightdarin,

doed die Quantomechanik darauf buuht,
and river Wetherfumblise, die in Teilhar

beschrabt, Waterscheinlichbator abbilan In Binhsa;
E. B. dad sich das Teilchar in ever destinen

Eat an incur bestimmten Ort befindet.

Diesistabo nightmit einer relativistischem

Beschrebung reveinbar, die implicient, das
news Teitchen sizengtworden Kinem, falls

genergand Enrogiz vorhanden ist.

-> Liborgang zu Quantenfeldtheorie /QFTH

Formulary church Feldoperatoran
anstate Wellemfunktionen.



Abschatzungen, want Describing durch
QFT notwendig:

Teitchen der Massem wind entengt in zenlinterall

*trt
Ortdes Trilches Kare nicht

genever
behaunt

sain als
*An 1f.c - --

Couplon-Wallenhange
des Tzilchens, z=

Impulsinschafe up.

Engelirige Energiz E-Ap.c

-> falls AErAP.2 = me

be axo t, kineen Teilchen ezengt
Worden -Deschreibing als Einfeilchensystem

nicht med adaguat.



5.3. Pirac-Gleichung

Da die Kkin-Gorden- Gleichung In Problem

fibrate and die Feinstruktur des H-Atoms

nicht beschreiben bonta, waves nahelegend,
eina Clichungen suchem, die lineara

Ableitungen sowohl in der Zeitals and
im Ort beinhalfet.

Wirsucham also line Cleiching der Form

itf 4=Hy

Ansafz: H = c.[p+B.mc2 Al

= -itzdig. -Anch
Giand& himen being Eahhansaim, undiese

Bedingungen and Coventz-Kovarianz Enefillem, aber
vir Kommen



ctf 4=H4 als Mabix-Gleiching

auffassen, wit = ()
and Gi,BNANT-Matrizen, and das
minimals Ifinden, with dem Gleiching (as

enfillt wooden kanen

Diegesudite Gleichung soltte folgenda
Eigenschaften haben:

1) Die Energie - Impuls - Betichmg
Epic + mich solte erfiletsaim.

2) Diz Glichungsoll Lorcutz-hovariant san.

3) Five KonbimeitatsgLeching and
Wahrscheinlichkeits interpretation
solte erfilet sein.



In 1):

H
=

E=<p"+wick = /[p.c+Pmc2)
"

- crpp+cpmc +me/cpy+p.rpp)
=>pp=p2
S'1 A

183-prep -O

Dap beliebig ist, folgt /ic41,2,33)

·I

GiB+$4, = 0 i (id +456, 128.A

11; C= 1 =>Eigenwete II

Pa A hermitesch saim mad, gift auberdem

↑ I +I
4 =G; B=S



Weitere Eigenschaft:
1
m

Tr/1) = Tr/B"<:)
= Tr/PGB)

abor
rega <= = -his anch

Tr1ci) = -Tr /B4,B)

=>Tr (i) = 0

analog Tr/) = 0

Vegan TV/S = E1. 11. Egenwat einer

beliebigen MahixM)

felt, das findglad viel Eigvert
wit = wic Wit = -1 haben misse

=>Ngerade

N= 2 ist night miglich, does fir N=2
new 3 mileinando anti-lommntizande



Matrizengibt /die Pauli-Matrizen),
air branchen abor view.

Pas minimale N, welds alle Bedingungen
efillt ist also

N= 4

G and hinner and 1x2) -Blicken

Constraint werdem.

Fine geschiable Wall sind die Pauli-Matrize:

= Leorg S= (Eaaic)
mif

ois), o/eiy, e-vis



Deisters worden anstaff Grund& die

segenannten DiracMatrizen fel

verwendet, wit

88,0-s":lo"
-

ac-fadiieeficreso
Pirac-Gleichung:

litg-ccp-mcs)= 0

multiplizient witB ron links:

life's riggi) =/4=oE

↳life - if N=o



Kurzschrabwase:UM = &

ageman firLevata-Vekborar: PMahav=A
*)amit

100-mi) += 0

Lorentz-bavariante Form des Dirac-Gleichung,
Mitpit 8" ergist sich die Form

18-mc4 = 0 Dirac-Cleichung

Die fMsind(444)-Matrizen, that 4 Komponenter
Um Spin-E Teilchen en beschreiben, branch

man zwei Komponenten. Die anderen Ele

Komponenter worden wir mit Antifeitchen

in Verbindung bringen.



~fatsgleiching.

Multiplizice

it= Hf(x) renlinks will put.

itpyey=-itpfiN+mctst M

Multiplizian (t ron rechts wit4:

-itgp= itc/gP+G4 +me4Byn

1))-/2) =>

its/yty)=-itcsx/452.4)

*St3 + Ej=0 wit

3=454, j. =<4+6.4
=>Pnj-0 mit



ju = 12S)

Definition F=ptpo

dawe cpty=cpoy

<pitjy = cTy

= jr=<<prp

3=Fj0=yrg=1412
istpositiv definit and learn deshall

als Didote interpretent wonder


