
Theorie des ①rekimpulses : Rotationen
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Theorie des Dretriinpwlses

1.1
. Rotation-

①rehung eines Vektors ñ = (Eg) :

F ' = Rt init RRT = RTR = A-

orthogonal 3×3 Matrix

①rehung um 2--Achse can Winkel ∅ :

cos∅ -sin∅ 0
Rz(∅) = fino cos∅ °)

o o 1

infinitesimal : ∅ → e , cos∅ ≈ 1-¥

sin∅ ≈ e



Rara =
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°
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E- (e) =( o 1-E - E
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d. "" 0 1 0

Rotationwww.verschiedenetchsenkommntierea
nicht:



Generatoren ro- ①rehung in :

Rzfc ) = e-
iG- E

= 1 - iGEE 1-
. . .

G- = if
,
Rzre) /

E= 0

= :|: -: :)\ O O O

analog G
, G : G. = if:{%)'\ 01 0

E- if:o)o o 0

Generatorem do ①rehanga erfilleer

[Gi
, Gj ] = I Eiji Ge

4J, :b c- {42,3}

Drehimpulsalgebra entspridt{x.az}



①rehung um beliebige Achse in, Winkel ✗ :

(I= d.ñ) :

-II.I
Rrñ) = e

①rehmatriz em biloba die Gruppe 50/3) :

so(3) ⇐ {R c- IR
"'
I RTR = 1

,
det R --1}

Einselement : Rro) = A-

Generatorem : Gg. = i%✗jRÑ)/2=0
nicht-Abelsde Gruppe



2-ersatzinformation Gruppen and Darstellungeu
Eine Gruppe G isteine Menge von Elements

G= {gib unit einer Vwkwipfug ◦ , ford-gilt:

1) gnigze G ⇒ g. ◦gz c- G fabgesdtsssen )

2) 7 Einselement e wit e ◦g
=

go
e =

g
3) 7 Inversesg-

^

% c-G :

g-
^

rig =goy
-1
= e

4) Assoziahiitat : (9^092) ◦go
=

gn
◦ (
gigs)

I

Falls Ersatzlidgiltgnogz
=

gigs :

Abelsche Gruppe

①ie Dimension der Gruppe istgleich der

Anzahl der Generator-
.



Eine linear
,
treue ①asstellung @(g)

ist eine Abbi/dung auf
,

fkanpkxe ) Matrize-

@ : G → ¢
"
'
"

; Ofgi! = Mi (Matrix),
witch_ die Gesetze der Gruppe erhñlt :

Ngiogz) = Org.) Drop) = Milk

e) = A

gil = Mi ⇒ Org;^) =MY
genomes :

Lin e-are Darstellung ist Homomorphismus von
G in die Allgemeine linear Gruppe GL(V),
V ist ein n-dimensionaler Vektorramen .

Die Dimension n von ✓ heisst Grad der

D-stelling .



E-ne true Darstcllung ist injektiv :

.gr ≠g- ⇒ Orgel ≠ Orgel

Besspieleiner nicht- tremendoustelling ist
die triviahe ①arstelluug :

g → A- Kg c- G

Eine (Kompakte) Lie-Gruppe (Sophus Lie, norweg. Mathematik)

ist eine Gruppe, doer Elemente analyticsoh
Von einer fendlichen ) Anzahl tontinuiu licker

Parameter abhiingt.
(Also eine wit einer differenzierbasen Strutter

ansgestathte Gruppe, in der die Gruppen operation-

gLathe Abbildnagensiud).
①eispicle : SU(N), SON), Sp/2ND , Es, Es, Es, E, , Gz



Fundamental Darstalking v-n SU(N) :

Generatoren entsprecher N✗N -MatriZen

N:
"

Kleinshe Dimension des Vektorranns
,
in dem

eine toene Daostclluug my lick ist

Adjungiwte Deerstalking von SUN) :

Generatoren sind IN?1)✗ (N2-1) - Matrizem

A-1 ist and die Anzahldo GeneraKoren

(= Dimension der Gruppe)

Lie -Gruppen ksnaen andalsglatte Maimigfaltig -
Keith vwstandcn woolen

.

Die Lie- Algebra entspricht darn dem

Tangentialran_ am Einhei↳element
.

1-Ugemcin ist eine Lie -Algebra ein Velforracing



wit einer Virkmipfnng §✗§ →Gi
Welcher Lie - Klammergenamtwird

und wdche dieJacobi -Identikit efrat :
[✗
,
[
y, 2-]] + [y, [z,×]] + [2-, [ay]] = 0

☐ Ende Zusatzinfo



Rotation en eines QM Systems

✓order Rotation : System in 2-astound 14>

1% > = ① (R) Iq> unit

①(RRI)) = e-¥ IF Dirt unitive

Operator

J : ①rekimpwlsoperator

①(R ) muss dieselbeen Gruppen eigenschatten
haben wie R ⇒

(1) [fi ,Jj] = it eighty, Drehinpwls-

Algebra

Jk : Generator einer Rotation am die b-Achse



Relation (1) Kann durch Vcrschiedene-

①arstellceng- realisiwt woolen , 2-
. B.

• Ji = Li = IFxp); ahndsehimpuls ,
Klass

.
Mechanic )

• 3-dim
. Darstcllung , Yi = b-G.

• 2-dim
. Darstolheng : Pauli-Matrizen

E- I:?)
,
-2=1:

-:)
.
-3=1::)

Spin -Operator § = HIS
erfillt Drehimpulsalgebra

note : F.g. = Ij# + iEijkI

= { {ri
, g.} + 12 [E.oj]



Spin - Dorstelling :

①
(E)
(g) = e-¥

5£
= e-É££

= E. %
.

f-÷)ⁿ⇐ñi
⑤IT= £2.11

= cos/E) -I - isin/E)E. ñ

II=dñ)
⇒ DE (2--25) = -A-

test ①rehung um 41T ogibt
charaktoistisohfir spin)

①
%
(d) kanngeschrieben warden als

a bDʰÑ) =/
-g as) ,

a ,b c- € (Cayley-Klein -
Parameter)

I



Die wuitiiren 2×2 Matri2-en wit defU =1

bildcn die Gruppe SUR) :

SW2) = { U E E2×21UUt= UHL =I,detU=1}

Mit Gi = Ez ist die Algebra do Generator-

gleich for SUE) und so(3)

of

Gruppen Sind nicht einfach isomorph,
•

Ura
,
b) and Ufa

,
-b) fihrmanfein R c-Sos) )

.

Sur) ist eine 2-fade Uibolagerung von SOB) .



Rotationsinvariant

Fñr den Hamilton - Operator eines
rotationsinvariance systems gift

H = ①%) H ① (2)

= 1m¥II+ . . ) HM-⇒JI + . . .)
= H + ¥ Lj [Jj , H] + ._.

⇒ [Jj, H] = 0 ⇒ ①rekimpwlserhalhn

GET = ¥ [Hit]
(Heisenberg-Bi!d)

,

H
,J?fz bitten einen Satz komnuti-under

Observables



F-igenz-usta-ndc.vn f)Yz : Ijm >

>2

if Ijm > = h-2jrj-iilly.in >

Yz Ijm > = b-in Ijm >

unit in = -j, -j-11, . . .,j-1,j

Auf- and Absteigeopwatorem :

J± = f. ± if,

if± Ijm > = h-vjrj-il-mrm-i-dlj.mn>

Matrixclemente :

<j
'
m
'

Iyzljm > = him djj Emmi

<j
'
w
' lJ± Ijm >.- h-djjidwm-i.ir/jrj-ui-mrm--' )̂



<
j
'
w
' IF Ijm > = { <j 'm'/If+ +f) Ijm >

<jim
' /Yy Ijm > = 12, Cj'm

'

Iff, -f) Ijm >

Irreducible ①arstcllcugen

Ijm > Kann die Werk

100 >
i 1^-2,12>, / 12, -1-2 >; 111>, 110>, 11-1>; • • •

aunehmar
. In Matrix_ Form :

°

0 1-2?⃝ ◦ I f- '÷Is 0 1 0

Kk ^ 0 ^\
. d.

.

.



Bloch- diagonal- Form ,

f2jtNxf2j-iN-Matri-2enMatrizw@hitRHw.m
,

bitten f-rjedesj

irreducible ①austellunger
do ①rehi-putsalgebra

Definition :

Eine ①arstellung von G heist rednzibel ,
wenn es eine Unitare Matrix Ugibt, so das

Mi anyBlock-diagonal Ermgetrachtwerden
Kann t Digi) =Mi :

0

4%4 = ↑
!"
MY

.
.

..µ
0

Die einzelnen Mi bitten dawn

irreducible Darstellcengur .



①eisprel ①rehgmppe , Ijm > Basis :

Ji sind blockdiagonal unit 12J+11×(26+1) -Blaker

⇒IIIT bl.dediagonal ⇒ e-É£J bloddiag.

Jcdo Block in e-ÉÑÑ ist eine irreducible

①arstdlung von SUK) .

Wigner - Fuwktionen
Die Matrixclemente @ %)

mini
FR) mid

0
"
mm
,
-_ <jm '/e-¥£Ñ/jm > = <jm

'/Drrliju

Werden Vignes - Funktionengenannt .
Sie beschreiber ①rehungen eines beliebig- Systems .



Transformation eines Zustands in Ijm> Basis :

①FR) Ijm > = -2 lj 'm'>≤j
'
m
' IDRR)Ijm >

j', m
'

= -2m, Ijm
'
> <jm

' /DRR) Ijm >

= Em, Ijm
' >

'
mm
' (R)

Jj)
must entsprichtdo Amplitude , den roti_ten
Znstad Ijm ' > an finder , wennder unrotierte

Ijm > war .

Verbindung zu Euler - Winkler :

①rehunger in 3D Kinner durch 3Winkel
(Euler -Winkel) beschrieber werden :

R12
,f. 8) = Rz 'A) Rye (A) Rz (2)

(2-nest ①rehung um die 2--1-Ise midWinkel✗)



Man Kann Zeiger, das

Rftp.t) = Rza) Pyp)Rz(8) Geste Achsa)
↑

e- E-%in Ijm > Basis :

D!%HAH=<jmiIé¥✗¥é¥%éÉ%.Ijn>
= e-
ik't -1mn

<jm
'/e-¥PLY Ijm >

= e-
"" '4m81

Arj)
mini (A)

Freek
,
da fy rein imaginair

①

eispielj-1-z.dk#)--1.cosE-iqeysnP-zB--pei
d⑦(p) =@% -"€

m= 12"I •§ )
"= -I



⇒ ①
G)
ftp.H = (a b

-b- g) Wishes- Frutti>u for
j -_ E

wit

a-- e-%k+H e-Era
-H

cos/E)
;
b-_ - silk)

irreducible Dasstelling des Rotationsoperators
fir j=E


