
①rekimpwlsaddition



1. 2 Addition von ①rekimpuls.ee

betrachteznnachst 2 nicht-wechselwirkende

Kitchen in Zentralpotential :

Hi = ¥ + VIII. 1) i--1,2
2mi

besantsystem : H = Hit Hz

I. = I. ✗pi = E. i. ✗ Ei

esgilt $Éi , Hj] = 0 ⇒ [%
,
H]= 0

⇒ Eigenfunctionen des Gesamtsystems sink

gegeben durch das Prabhat der

Eigenfunction en der Finzelsystem- .



betrachte nun 2 Teicher wit Wechselwirhuug :

H = He +Hz + Ñ(II -[ 1)
¥

nun [É
,
H] ≠ O da [Ii

,
E] -1-0

E.B. [Liz , Ñ]
= ¥H%%- %µ)

=
. Ñ'(ar) ./41%-421 - in Kiel)-18 AT

≠ o

w w w

Define Gesaintdrehimpuls L = ↳ +↳

damn
[Lz
,
H] = 0

Basis ↳- Eigenfunction :
"

naive
" Basis :

,

[[
,
Liz

,
↳
z

ungeeignet, da Liz
,
Lzz nicht wit tf Vufansher .



besser Basis :("complete setof commuting observable:S
")

[ 2
, Lz , É, É Irotansch- alle witH )

Eigwrektoren in dies- Basis ?

→ Addition von①rehimpulsen

①eispiel: Bahndrekimpuls + Spin 12

Product - Zustand : /É
,
± > = II> ⊕ I± >

Gesaentdrekimpuls §= [④I + A- ⊕§
= [ + §

Operator- in {It >} komm.wtiwu.mil Operator- in {I±>}

[Li
, Sj] = 0

Wellnfmktion :
<É

,
± IT> = HE (E)



wirdoft als 2-ko-p.nuLiger Viktorgesch. rider :

4-⇒%)
HE)

iv. rise:) / → (Eri) )
It > ± In

,
l
, in > dargestellt durch

Figcnznstanole von [
2

,
Lz

/± > Eigenzastanale Vow
§? Sz :

5)± > = 3-44-2/± >, Sz /± > = ± ¥21±>

gesucht: Eigcnznsdanak v.- fi?Yz , É, 52



I

①eispiel Addition Vow Zwei Spin-12 Filcher

§= § ⊕ It A- ☒ § = § + §

[{
× , Sy ] = 0 Analog anchor Kompon eaten )

[{
× , say ]

= it Sez ranalog for S2 )

⇒ [£
, Sy ]

= it Sz (analog for Ander Kemp . 7

gate Basis : Figenzustande Von §?Sz , §?§

gemeinsaene Eigenvector_ /S,M>

esgitt / S
,
M > = Srs-11)b- 21 S.

,
M >

Sz Is,A > = Mt Is
,
M>
;
- s≤M≤s

§?/S
,
M > = { b- 2/S,M > E-1,2)

I



in
wisp ringlicker Basis

/semi Sir >

Sz Is, Sam, mz > = b- (7+42) /{ {him?

M

⇒ M =
m
,
+ mz C- {-1-1,0} for main c- {-1-2,12}

s e {too}

5--1 : spin Triplet
,

8--0 : spin Singlet

Relation zwischen Basis IS,M > and {/±>} :

/5--1,1=1 > = 1++7

15--1,M=o> = 1oz (I -1 - > + I - + >)

I 5--1,1=-1> = I - - >

15--0,1--0 > = fog / It- > - I - +>)
↑

Beispiil row "Clebsch _ Gordan - Koeffzientar
"



Auf- and Abstcige operator- :

S± = Si
±
+ S2 ±

= Six ± isry + Sz
,

± iszy
2-

_B. §
_

It -> = b-✓1%+11-12%-111 - - >

= b- I- - >

→ Koeffizienteu Kinmen konstsuivt werden

remember

J±ljm > = b-✓jrjtt) -mean -1-1) lj, m -1-1>



Allgemeine Fall

Zwei . Systeme wit ①rehimpwlsen % , %
Basis ljajzmemz > = ljnm, > ⊕ Ijzmz >
Zustazdsvanur Te Hn Fez

% /jimi > = 1-2jib.int/jimi > i. {has

Liz /jimi > = time .
/jimi >

Gesamtdrehimpuls §=%-1%

IT?fz,ji,ji} rotansdenpaaoweise
→

koustruiv-gemeinsame-Fgienzustandely.injnjz > = lyin > nene Basis

asiswechselwird durcheine UniLoire Transformation
beschrieben

.
①er vow ljejzmhmz> anfgespannte .



Raum ist abgeschlosser unto①rehungem .

⇒ A- = I lj,jzminz ><jnjzmnmzl
M1Mz

⇒ Ijm > =≤mzljijzminz ><jnjzmnmzljm>

= E. <jnjzminzljm > lj.jzm.mn >
main

Clebsch _Gordan Koeffizientar

Anzahlmiiglicheo BasisEasta-note :

(2%+1)/Zjz -11) = din Th . dim Hz

Welcher Verte Kimmy
"

andmannehmen ?



Eigenweek vow §
≥

andfz

Ft =Jez -112£ ; ljnjz mainz > istEigenvector vonYz

Jzljnjzmir> = b-fmimz )/jnjzmnmz >
⇒ <
jnjznminzljm > = 0

fn-rmt-M-mzmmax-jn-jz.mn
,

= - fjntjz) ⇒ j≤ jijz

j ≥ in≥ -j ⇒ j.mn = Ijijzl

j me

jatjz jitjz
, jntjz -1, . . . . ,

-jijz

jntjz-1 jntjz -1, jntjz-2, . . . ,
_ (ji +jz -x)

: :

ljn-jzllji-jztiljr-js.lt, . . . .

,
- Ijijzl

Multipletts znjedun Wert von j



Anzahl do Znstinde : ◦D.d.A ja >jz
; def. j=j,-jzti

¥42 f2j+1) = 2 (jr-jz-i.tl
j= Ijijzl E-0

=

. .
:-(2%+1 )(2jz -11) (use Éi = ⁿ%)E-0

ja ④jz = jn+jz⊕jn+jz-1⊕ . . -⊕ ljr -j- I

Entwtuny row in- Westen :
①a-spiel jn=j_ = 12 ⇒ jmae =1

, Jun
= 0

in = 0 koinmt in besides
"

Multiplexes " ✓or
Mz ^

• I- ••m=1

m
•

m=-1

•

Linie
,aufder m = mntmz = 0



Beispiel je = 2, y-2=1:
- 3 ≤ in ≤ 3

1-Mz m = 2
M= -1

• • 1 * • • in = 3

* to • to ☆ >

-2 1 2 %

• • • Do• -

m =1in=-3
m=-2 m=O

2-
.
B: Kann m = ±1 auf3 Artem nealisi-t
Woden

. Leaks Multipletf enthñlt m = 0 .



Eigenzustande :

J→Ijm > = t2jrj+r) Ijm >

Yz Ijm > = b-mljm >

y% Ijm > = b-
"

jirj.ir) Ijm > fic- {1,2})

konstrwktio
-
do Eigenzustainde :

1) Startpwkt j = jijz , m=j ⇒ nur ein Zustand

ljj > = ljnjn
;
jrjz >

2) Wende f- =Ji- +y,_ auf Ijj > an ⇒
/j, j-1 > muss linewkombination seein ✓on

ljnjz
; j.
-1
, ja > and lyijz, ja , jz -x>

3) Wende J- auf Ij,j- i > an bis in = -j .
①wit ist das j-Multipbtt konstruiwf



4) Erniedrigej : j→j-1 .

Konstruive den 2-usLand so
, das er

orthogonal ist zu /j,j-1 > ans (2) fund

horniest)

5) Wende f- an bis m = - fj-1)

:

wiederhole die Pr- 2-echo der Erwiedrigmg von
y

'

und Kastrioti._ orthogonal 2-ustamale
bis j = Ijn -jzl .

①eispiel 2 Spin - 12 Teicher :

atte Basis {1£ { im, , me >}
hen- Basis { Is, in > } wits c- {0,1}

,
me {0

,
-1-1}

1) 11,1 > = I E E, E E > ,
m=1

2) S
-
11,1 > =/Sls-11) -mfm-1) A 11,0 >

= At 11,0 > ¥ 1%+2--11%5; EE >



= b-(IEE ; -12¥ > + 11=1; I ,- I >)
⇒ 11,0 > = Fg//EE; -2 . ? > +121 ; E. - E)
3) (Wende £ an bis m = -1) :

5- 11,0> = tf11
,
-1>

=

!

Es /IE Ei -Ei -E > + IEE; - E , -E >)
⇒ 11

,
-1> = / EE; -E , - I >

Triplet far 5=1 konstruiwt

4) s = 0 :

10,0 > = a/EE;E, - E > + b /EE ; -E.I >

wit <1,010,0 > -É0
,
<0,010,0 > -11

⇒ a = - b = ¥
"

singlet
"



Eigensahafhcn der Clebsch_ Gordan - Koeftp.z-ienkn/CGK)

Ijm > = E. <jnjzminzljm > lj.jzm.mn >
Mr IMZ

TE
-

CGK sind nicht apriori eindenby (Phasenfakbr)

• "Condon
_Shorkey Konventiow

"
:

<j, m=j Ij, jz ; mijn ,mij
-j, > > 0 , need

• Auswahlregeln : CGK new -1-0, falls
lj, -j, I ≤j ≤ jitjz ; m = me +ma

• CGK reek
,
Basiswechsel unita-re Transformation

⇒ orthognale Matrix ⇒

I
g. in

<jnjz;minz Ijm > <jnjz; mimi Ijm > =

dminifu.im?mfjnjz;mnmzljm
> <jnjz; mnmzlj'm

'
> = djjidmmi



• <jnjz; mnmzljm >

'

= <Jaja;
- in
, ,
- in
,
/j, - m>

. f,)%+jz-j

• anpswdcrn : Rekwsionsformelir (siehe Wigner-Eckart)

Mathematica : ClebschGordan[{jn.mn}
,
{jz.me}

,
{jin}]

①eispiel: Addition ↳ntsahndrehimpulsl
andspin 12

J = Its ⇒ j=l+E , e-E re-1-0)

j - E K=0)

2. (21+1) miigliche Zustoinde

j= l-112 : 2J-11 = 21+2 Zustande

j= e-{ : 2j*1
= 2L Zastande

atte Basis : Il
, 12; me, Ms >



Eigen - Basis v.in §?yz , I} 52 :

rat j=ltE :

/jmax
, mine > = /l+E,l+E > =/l

, I ; l, I >

f- let I ;l+E > = like-121kt :) - re-take-E) IKE, e-¥>

I Tn jrjti) -mk-1)

= the-11 11+3 , e-I > b)

redder Seib :

K
-

+E)142; l, £ > = b-✓ere-11) - ere-111k£;l-1,2 >

+b-✓Ethel) -Ethel
, ?;l, -E>

=t(Fell,E; l-1,1> + It, E;l, -E >) (2)
⇒ IKE , l-E> =✓Y/e.E; e-i. E>41=44

+ME /e. E ;e, -± > as



ernentes Anwendcn vonf- ⇒

/l-112 , l- { > = ✓2kt 11,12; l-2,12 >21+1

2
+✓
ze+e

141 ; l-e, -2 >

allgemeine Form :

let?,m > =P-1m¥ l,E;m-2,12 >
2.lt/l-m-I

+✓241 4£ ;m+E , -£ >

(b) j=l-12 : mmae
-
- l-E ; mmin

= - (e-E)

stark wit

Il-{ ,l-E > = all,E;l-1,1 > + ble, I;D, -E >

Zustand mus orthogonal 2-u A) le-112,e- 12 > Sein
fund horniest) ⇒

1 2L
a = -

JE l
b =

2h-11



Weiheres 1-

www.ohnvonf-fihrtanfdieallgem.fr/l-1z,m
> =

l+m+ʰ Il
,
E ;m+E , -12 >2L-11

- A-* E Il
, Iz; m

- E
, 12 >2L-11

Eigenfunctionen im Ortsramen Spinramen :

Def. in Spin ramus : ✗+ = (f) , I_ = (9)

in alterBasis :

Il
, { ; me , ±E > ± YemerQ∅1X± Yemi,H=

Ltlline
⇒ Yeti" : Eigenzustand von§?Yz,[

2

Kann dwgestllt werden durch



yei-e-E.ro. = ±/4%4-2 Ye?" .tt
+✓lim + E ye

"-1^-2,2
,Zl-11

⇒ yei-e-i-E.inG.∅) = 1-!✓e±m+§ %
":

✓2L-11 ✓e-+ m :: ye
":)

Yet" bezeichnct den Fgiazustand Eu

Jiya , E


