
Nachweis der Kovarianz der Dirac-Gleichung

Spinor-Darstellung der Lorentz-Algebra 



5.2. Kovarianz des Dirac-Gleichung, Spineren

Die Dirac-bleching ersant Govariant, abo
wirhaben noch night hangelitet, wie side
sin Spinor transformat unter Coventz-

Transformationar
Euzaign ist, das die Glacing in jedem
Inertialsystem I dieglide Form hat:

E I
I

x
Me =MzO

latee-lyus =o lfte'-Akl =o

De Ensammurhang Ewischen Pr) and Pri
mess linear sain,

da Lovenetransformationer
luddic Dirac-Slechung) linear sind.



Es mass also give linear Abbilding
S/Sgaben, so dab

) pr = SIGA:Wid

Aberdem maygetter

pr =4/a= S/NNEL = SM)MY

=NAs = STS4R= SY4'x
= PVATK = SHAY 4'V'

)

=>S"): SHY

Amerden gift Sude) = SKt).Ste),
S1) = 1

=>SKK) bilden eine Darstelling dow

Loventgruppe.



Pirac- Skichung in 1:

litfee-wa) res= o

Ar = S"MSN'A', Muthiplikation witSt)

Splitre = nclS")↑h = O

unter Covaetransformation:a =LO
damit giff

#lit sinsaen8sYr) -mc) tko

In Inobialsystem 1'laufet die Pirac-blg.

# Vet 808-mcl4k = o

Vergleich row (I) and IILiht zur

Bedingung



sighs st1) = fo

=ST8SK): life a

Vene wir ein SKK) konstweveen Kimen,

ralches A) efillt, isdie Kovarianz

den Divac-bleichmng gezegt.

Die Gliding #'* = S1)Pl

definient down 4-bomponenhige
Lovantz-Spinoron.
Vanders Objecteals Corarte-Vebtors,
obwollsize and 4 Komponente harbon (

-> betrachte infinitesimale

eigentliche, orthocrows Coreutz-

Transformationa



Entwicklung bison linearer Term in 1W:

OLight we

Wegan gh=g mass getter

igst+awgsgno/gh+1ws) =

gse

=

9s *Wsige + 1Werg" +0/AW2)

=>AWst= -A Wrg Antisymiabia

=> AWM hat 6 unabling; a Komponente

Bemanking: Ansafz de Entwicklung ang
schrankt and 141 aim:

18 =

g
= 1 => orthochrom

defgt=-detque = +1 cigntlih



MiE Awe -- Ayi and

Aww sick th

himen wir die Matrix 1W schreben als

8 -Arg" -Age-Az3

1W =
*Ag

1
0 A83-182↑ Izy? -A83 0 1 8

7

-Eg3 18" -A81 o

/Komponenter row 1W sind 1wt
M

wit Aveo = -10r gith 10=1W%)

55 lawn durch die Generatoren K"fir boosts

and ICfir Prcharge anagedhidet
wonder als

=W=</8iI"-1y,K")
Moch zc
zeign)



Baspied Prahungum die E.Achsc:

1G = f

1

b) = O

gifo
=> Aw = Lf ↑ I = if F3g c

00 0 o

andlike Brahmag ne 3-Adse, Winkel8:

/8) = ha /A+ if 13bante-et
· eCl3



-A + 1813 +EE/4/14 "+...
-1-134+13c8 + [Pe 8

I O g O
verwendef:

= a cast sint O& I =1000in0-sit Cost O

soooo aerator
on Predanger

am die -Achse

Agaman gift fir Drehungan an die

X-Achse: :8IS

R:VE) = 2

0 o O o 0 o O oIwie ober,
It= ↑ 100 ocooof, fore

0-100



Ispied boost in X-Richtuny.

AT = E

s

-I Tb) =
1- I 0 o

I

· o/iO I

0 o

0 =c O O

-Io o o = -c 4
T

- aw-fooo)g O

endlicher boost in X-Richtung:

-6n/g)= him 1-iEKYN=e+yK
N- cs

=cash/igKY) + sik/ingK4

-A- /iKY* -like "coshly)-cKlenhly)



*
coshly)-sidly) o O

-sikly) coshly) a o↑
O O 0 1

IO O & O

I O O O

dabei rerwended:KY -

↑ O S0 1 0 o

0
0 o

0 0 0 O

Analog for boosts in X-Ridling

0 0 -10 0 0 0 -c

O↑ S 31Kooooa 4:00.0 0 o

Pic Generatoren [der Drehunger
erfiller &I" 15]= is15k[K A

Prehimpulsalgebra sure) (



Die Generatorm der boasts KI

bilden being geschlossme Algebra,
asgiff
14 K5]=-skEK (2)

5K I5]=-: skh 13)

Ensammenfassung:

Fine infinitesimale Coraztransformation
and LI bare anagedwichwonder
darch
I =g+Awo

Mit AWe=-Ar, and WE-Eigk18f:

Aw='/8iI"-1y, 4")

Iand K"sinddie Generator rou



Drehunger and boosts:
c

ifEC -cyK
RiVA) = 2

i sly)
= 2

Ind Kerfillem die Algebra, welche durch

Hi, /23, /3) gegeben ist.

Eursk zw Spinor-Darstelling:

Die definieede Clechung wegegeben durch

S8SK)=1ifh A

Analog ze Entwicklung vonN entwickele

vir SX) am die Einheitsmatrix:

SK) =A+ 1 = ST1)= 1-&



Einsetzen in K).

re-2388stx) =gf +1w)or
jo+5012]= p+18fr

589] = Awfr VE)

Auerdem maygettern

defSSN) = 1 = detle+1) = det1+Tr

=>Tr() = 0

Cleichung (1) with a spurific wirdgelist church

1 = - fAwriep

= I /8, 507



Esgilf:

S
8

x = 0

ear E
-ix

"

M
= 0, 0 = = A)

dagh [4m =0,0=j

wit ["=e"oi)
Park

-Makizen

Damnt giftfr die infinitesimale Spinotransformation.

S: 1- sovier
- 1-fasslot-IAsse

=1-18080 -Ave-Aw"e
= 1 +AWE Noi t fAws eg



mit AW=-Ar, and WE-digk18p

S= 1 = A4, 8i+F EiphAPhRg

mit () and sigh Eije=2061

↑S=1-A4j/cd's+1825
Vergleich mit= 1-1A4K5=A@j. I5

=> Spinor- Darstellungen von boasts and

Drehunger entsprechen -id; and EI.

Bit SET=z=Eathirgh
and SKK1)=-c2=00i gith

S1) = 1+= A8, 5/14-Ay Slkil



Endliche Spinotransformationen wie oben
durch Sammalism ron Ninfinitesimaler

Transformation wit NtC:

SR.) =e@SS1Y -ee8, 24

=1.cosi+Z"imE

S11bi) = =
EM SrY-evlic"

- 1.cosh(1i) + <"si/1)

An der Form von SRi) erkemnt man,

das size Drehungnm F = 24
air Minuszeichen ergist.

Also blebt 4 crstbeener Drehung
am 44 invariant.



Invariants Terme in der Lagrangedhihte
misses also immer einegrade Auzahl
von Spinoran enthalten.

Bishohaben wirmer LI betrachet,
man Setrachten wir Manaspigatangen P.
zeitumbeh J sovie die Kombination PT.

Raumspigelungan
D)in Relatism

SSK)=1sfr A)

was and gather fir P:It= -1; tet=t,
a(so

SYrp)50SUP)= No

S/PSNSUP)=-jc



= Tr; SUPT = 0

90" SUP = 0

Obiga Gleichurgen worder enfilet durch

SIP) = e
:P
jo 150inPirac.Darstellung)

Die Phase 214 baregenaultworden als

29=1 oder 11, most windg= 0 reveded.

Ranm-and Exitspiegelungen

PT: If = 1, 4 +c=-+

SYPH5SIPH) = =80 =>Cr; S/PT)3=0

SPH ISIPH=-ji -95, 5144)3= 0



Object, das it alten 5 anti-komuutent:

j5=7051j2gi3

=>SUPT) = 240xp5

In Dirac-Danskedug p5=/OA
Auberdem gett p5-Euise propsga

zeitspiegeling
Mit obigen Ergebnissen halfman

S/X=S/p)SRPT) = 24pops

mit 4F =3p+7PT.



Transformationsranhattan row Belinearforman

Fir dem hermitesch konjugioten Spinor

giff die Transformation

p++/p1-pisM)
Daia. $5254, sind bilinear Turme
wiz E.B. Mt4 night invariant.

Ausuaheen sind reine Brahmngen:

regen (24=z" gith

StR =/etozyy_gE@z"- SYR)
Fir boasts giltjedoch (/2i=6")

Ss) =/e-EC4- =SMo



Deshalb made der adjungiate spinor for

#potyo rewarded. Mit

poxigo--1" and 70E"po=z "gilh
damen

postg=SY) frdeL*Mis

Dabaist (F=LYUL

Wegen/&0jF=50gitt p0grp(=800po
= po = 5/p)

Fir 1EL*/.2-1)gift /50F= po

postre)5 = -5) /85=j5

/85T
=

A

S85,553 = 0



Damit transforment side do adjungiate spinor wie

Ares-Firy = $440=PUSMfu
*

- ptposign (?)S"/)

=sign(e) Fo5"x)

Die Bilinearform F4 transformined side
also vie

Frpes -> Pr'sPri

-sign fei)FosSYASM)4A)
=sign(e)Fx)4r)

Enter orthochwomen Transformationen ((*)

transformiet sich EC also wie aim

Covantz-Skalar.



·ReFir die Strandichte
g gilf:

ju=4544-yor = synl?)synse

EsignliFrsfp

-sign(i)IIjo

=> transformiet sich wie ein Vebbormte LT.

Fair die "axale"strandishle FPM554gilf:

Fregiy- F'M85*= signli)F5tjgisp
=sign(s)F5p4s54p5s4

SST=1 name

Cinsetze I dett:jes

-sign(iFrdet 55p
=signM)def.I perspe



Esgith (54,053=0,/e40,p5=0

=> /S/), 05]=0 fir L2 L + etl=-

(SIP), 053 =0

=>85 transformiet sich win ein Pseudo- Skala

j5gh transformist side wie ai Pseudo-Vebtow

/Atialrebfor).

Basis fir (K44)-Matrizen, dieaufSpinoren Wirken:

Din Objetle Acxx18 wroff jeste
=: 34s,fit, a"3

bilden 16Matrizen, die eine linear unabliangige
Basis far (444) -Matrizen bidden, welde

die Hifford-Algebra 284,883 = 2gderfille



Jade physibalisch simrolle Grabe Kaummb durch

Linearbombinationen von diesen dangestellf
werdam.

Pas transformationsrehalten row bilineater

Spinor -Kombinatism ist jewails wieoben

beecet.

Fir orthodrons Coventationsformatismen/sign(10=1)
sind diese Bilinearformangegeben durch

ABilinearform MM Transformatinsrehalten

*= 1 of of Skalor

↑apr Frref Velow

Frozen temp Tensor

E*=pige 4p5pep Penderektor-Aralrebbor)

b = 554054 Pseudoshalow



Wigh-spineren, Chiralitat, Hebeihat
Jedon Dirac-Spinor kaner als Dispinor,

Ensamemangsefet and Evei Wey1-Spineren,
verston stem werden.

Prs= /NY)
Die I-componentigen Weyl-Spinoren

transfermine sick in der Darstellung
E,0) fir 42 and 10,1) fir Mis
do Prehgrape.
fr ist damit inder (210) (10.2) - Dansetting
row SUR2) & SU12).

Mit de Definition [M= /A, 21) and



FM = /1,-01) Larm die Lagrangedicle
geschriebei worden als (Well-Darselling)

2 = Fliso-n)4

- epenfaye+iwMfYR
-m /44i+424c)

In masselosm Fall anthoppola 42 andPR,
asgetter die WeyL-Glichunger

iMOY = 0 i040-4n = 0

12 and Yi entsprechen linkshindigen
and rechtshandigan Fermioner.

Projectionsoperator: / I f57Pre



also P24+42), PY=/y)
Unter Pavitats transformation:

P: *2 @PR

Helizitt

Der Helizitatsoperator ist definient church

-EP. /p")
wit p- to

Die Helizitat entspricht also don Projection
des spins anddie Impulsrichtung.
In masseloser Fall sind H and 4R



Eigen Instance des Helizitatsoperators

asf

14: - 42

↳PM = + TR

In massolosan Fallist Helizitabglch
Chiralitat (Eigmznstand row 45)

h = +( h = -/


