Klausur zur Theoretischen Physik E 13.2.2002

Prof. Dr. ER. Klinkhamer; Dr. C. Adam Besprechung am 15. 2.
Institut fiir theoretische Physik in der Vorlesung
‘Aufgabe 1: Streuung an harter Kugel 4 Punkte

Ein Teilchen soll an einer harten Kugel gestreut werden. Das Potential fiir eine harte
Kugel mit Radius aist V(r) = 0fiirr > aund V(r) = oo fiir r < a.

i) Die Wellenfunktion im Auflenraum r > a lautet

P(r, ) = ﬁ > i'(21 + 1)e"[cos 6; ji(kr) + sin &, n;(kr)]Py(cos 6).
T

Leiten Sie aus der Anschlufibedingung fiir die Wellenfunktion einen Ausdruck
fur die Streuphasen 6, her. Zeigen Sie insbesondere, daf8 6o = —ka (fiir I = 0 gilt

jo(p) = sin p/p und ny(p) = cos p/ p).

1 1
Die Wellenfunktion muB im Inneren und am Rand der Kugel verschwinden, d.h. ¥)(r = a) =
0. Da dies unabhingig von # gilt und verschiedene P; aufeinander orthogonal sind, muB die

Bedingung fiir jeden Term in der Summe extra gelten, d.h.

_ Jilka)
n;(ka)

cos 0 ji(ka) +sind;ny(ka) =0 = tand; =

Speziell fiir I = 0 gilt jo(p) = sinp/p und ny(p) = cos p/p und daher

sin(ka)

cos(ka) = — tan(ka) = tan(—ka)

tan g = —

Es folgt 09 = —ka.

ii) Die Streuamplitude lautet
(@) = % Z(Zl + 1)e sin 6; Py(cos 6).
T

Berechnen Sie hieraus, unter Verwendung des Resultats von i) fiir §;, den totalen
Wirkungsquerschnitt, wobei [ d6 sin 0 P(cos 8)Pr(cos 8) = [2/(2] + 1)]dyr.
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Der totale Wirkungsquerschnitt ist

o= / dQf(0)F*(0) = ‘?‘{—f / d(cosh) 5 (21 + 121" + 1)l sin §;sin 5 Py(cos 0) Py (cos 0) =
fr

4;(_721' Z(Zl + 1) sin? g
1
wobei
/d( 0)Py(cos 8)Py(cos ) = — 26
cos 8)Py(cos 0) Py (cos 0) = 7= oy

beniitzt wurde. Aus i) ergibt sich weiter

tan’ 0 = sin’ J = j%(ka) = sin® 0 = —j%(ka)
1-sin®6,  n?(ka) j7 (ka) + n7(ka)
und somit
4T jlz(kﬂ)
=5 +1)—"—5—
7= 2D 72 (ka) + n(ka)

iii) Geben Sie den totalen Wirkungsquerschnitt fiir s-Wellenstreuung im Limes klei- 1P

ner Energie k — 0 an. Vergleichen Sie mit dem klassisch zu erwartenden geome-
trischen Streuquerschnitt.

I 1
Fiir den s-Wellenanteil des totalen Wirkungsquerschnitt erhalt man

47

4
00 =17 sin? §p = k_;T sin?(—ka)
und im Limes k — 0
4

oo ~ ﬁ(ka)2 = 4ma®

was genau vier mal so groB ist wie der klassische Kugelquerschnitt oy = ma?
L ]




‘Aufgabe 2: System im dufSeren Magnetfeld 5 Punkte

Ein System in einem &dufleren Magnetfeld senkrecht zur z-Achse habe den Hamilton-
operator (f ist der Drehimpulsoperator, c ist eine reelle Konstante; es sei B, > 0, B, > 0)

H=H,+ Ez + C(Bsz + ByLy)a

wobei Hj drehinvariant ist, nicht vom Drehimpuls abhdngt und daher fiir feste Haupt-
quantenzahl als eine Konstante E, betrachtet werden kann.

i) Bestimmen Sie (fiir feste Hauptquantenzahl, d.h. Hy — Ej) durch eine geeignete
Rotation des Koordinatensystems die exakten Energieeigenwerte und Energieei-
genzustdnde dieses Hamilton-Operators.

I I
Die Drehimpulseigenzusténde |I,m) kdnnen als gleichzeitige Eigenzusténde von [ und einer
beliebigen Komponente des Drehimpulese gedhlt werden. Fiir die exakte Lésung wahlt man
natiirlich die Komponente des Drehimpulses in Richtung des Magnetfeldes, und bezeichnet

diese Richtung der Einfachheit halber als z’-Richtung, d.h. als z-Koordinate in einem gedrehten
Koordinatensystem K': B = B,é, + B.é, = B.& mit B, = ,/B% + Bﬁ

H=Eo+ L[*+c(B.L, + ByL,) = Eg + [*+ cB-L = Eg+ L* + cBy Ly

Die Eigenzustinde |1, m') sollen nun die simultanen Eigenzustinde zu L2 und L. sein. Fiir die

Energieeigenwerte ergibt sich
H|l,m'y = (Eo FRI0 1) + cBthm’> 1, m')

wobei die moglichen Werte von [ und m’ wie tblich 1 =0,1,2,... und m' = —1I,... [ sind.

ii) Betrachten Sie nun den Fall B, >> B, behandeln Sie den Term ¢B, L, als Storterm
und berechnen Sie die Energieeigenwerte in niedrigster nichtverschwindender (!)
Ordnung Stérungstheorie (wieder gilt Hy — Ey). Vergleichen Sie das Ergebnis mit
dem exakten Resultat von 7).

1 1
Der ungestérte Hamiltonoperator lautet H, = Eg + 2+ cB;L;. Er ist diagonal in der Basis
|1, m) der Eigenzustinde zu L2 und L. Seine Eigenwerte sind

H,|l,m) = (Eo + F*1(I + 1) + cBhim)|l, m) = E§0)|l,m>.

m
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Der Storterm ist H' = c¢B,L, = cBy%(LJr — L_). Er fiihrt zu den Energiekorrekturen

B
AED = (1, m|H'|l, m) = %(l,ml(h — L)\, m) = 0.

und
T o= 2R2 T
AE® — (I, m|H'|1,m)]> _ "By (I, m|(Ly — L)|L,m)[?
Z E(O) _ E(—O) 4 Z E(O) _ E(_O)
_ Lm Im T b Im Im
[#1,m#m I#Lm#m
Mit

Lall,m) = /U F m)I £ m + DI, m)

ergibt sich weiter

Ap@ _ CB ((lm)(l-i—m-l—l) (l+m)(1m+1)) _

(0) (0) (0) (0)
4 El,m B El,m+1 El,m B El,mfl
cByh l l D | . chimby,

Die Energie bis zur zweiten Ordnung ist also

chmBﬁ
2B,

E® = Eo + R2I(l + 1) 4 chBym +
Das exakte Resultat kann in By, bis zur quadratischen Ordnung Taylor-entwickelt werden,

Epw = Eo + h2I(1 + 1) 4+ chm'B, =

BZ
R21(I + 1) + chm'B;\/1 + (B, /B;)? ~ K*I(1 + 1) + chm'B, (1 + %B_g>
z

was fir m = m’ genau mit dem perturbativen Resultat iibereinstimmt.

‘Aufgabe 3: 2-Level-System 6 Punkte

Gegeben sei ein quantenmechanisches System mit den beiden orthonormalen Zustdnden
|1) und |2) sowie mit dem Hamiltonoperator (A und € sind positive Konstante)

H=X(1)(1+ 2)2] ) + (1192l +2)(1] ) .

i) Berechnen Sie die Eigenwerte und normierten Eigenzustdnde von H.
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1
Die beiden Eigenzustdnde des Hamiltonoperators werden als Linearkombinationen «|1) + 3|2)

mit der Normierungsbedingung |a|? + | 3> = 1 angesetzt. Die Eigenwertgleichung lautet

H(a[1) + B[2)) = Eall) + B2)

(@A + Be)|1) + (ae + SN)|2) = aE[1) + BE|2)
was, da die beiden Vektoren |1) und |2) linear unabhéngig sind, auf die beiden Gleichungen

a(A—E)+Be=0

ae+PBA—-E)=0

Dieses lineare homogene Gleichungssystem fiir a und (3 ist nur lsbar wenn die Sakulargleichung
erfillt ist:

A—EP—-€e2=0 = Er=M\+e¢

womit die Eigenwerte von H bestimmt sind. Die Eigenzustande ergeben sich durch die Bestim-
mung der Koeffizienten o und f:

|Ey) : a(A—Ey)+Pe=0 = —ae+fe=0 = azﬂz%
) = (1) + 2)
BV

wobei |E) natiirlich nur bis auf eine komplexe Phase bestimmt ist (die hier der Einfachheit
halber zu 1 gewahlt ist). Analog ergibt sich

|E.) 0 a(A—E_)+pe=0 = ae+pfe=0 = a:—ﬂz%
E2) = (1)~ [2)
V2

wieder bis auf eine Phase.

ii) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, daf8 sich das System zum Zeitpunkt ¢ im
Zustand |2) befindet, wenn es sich zur Zeit t = 0 im Zustand |1) befunden hat.
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1 1
Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist P(t) = [(2|4(t))|> wobei |+(t)) die Zeitentwicklung des
Zustandes [1(t = 0)) = |1) ist, d.h.

(t)) = e H/M1).

Dies 4Bt sich am einfachsten berechnen, indem |1) nach den Eigenzustanden von H entwickelt
wird. Man findet leicht

1) = %qm +IEL))

und somit

(6 = L) = I E) 4 [E-)) =

1 ; ; 1
_(€—1E+t/h|E+> _|_e—zE,t/h|E_>) - ¢

V2
Somit wird (2| (t)) zu

_j)\t/h(e—iet/h|E+> +e+iet/h|E_>)_

@l(t) = <2|\/i§e“f/h<el‘“/h|5+> + eHietln|E_y) =

—iN/hypict/h _ griet/hy _ _i,—int/h g T€
e (e e ) sin — -
und die Ubergangswahrscheinlichkeit
) te
P() = |@IY(H) = sin®
L |
‘Aufgabe 4: Dirac-Gleichung 5 Punkte

i) 1) sei eine Losung der Dirac-Gleichung
[iv"0, —ey'A, — m]yp = 0.

Leiten Sie die Gleichungen ab, die fiir ¢ = 1+?, sowie fiir den ladungskonjugier-
ten Spinor ¢¢ = CET gelten. Hier bedeutet T Transposition, und die Ladungskon-
jugationsmatrix C erfiillt die Relation C(y*)'C™! = —~#. Auch gilt (v°)! = 4° und
(V) = —+*
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Hermitisches Konjugieren der Dirac-Gleichung fiihrt auf

g (=) o+ (4] = el(7) Ao + () Al = m) =0

ol (—i[’Yoﬁo — AT ] - e[y Ag — vF ALl — m) =0

wobei (79T = 4% und (v)F = —~F verwendet wurde. Multiplizieren mit ° von rechts und

Durchkommutieren dieser Matrix 'yo ergibt mit ’ykfyo = _,Yo,yk
0 =
L% (—1[70 90+ 0] —e[y"Ag + VAl — m) =0
und nach Multiplizieren mit —1 mit 1) = 1140

P (i[’y“%u] +e[v" Al + m) =0.
Fiir die Berechnung der Gleichung fiir t)¢ transponiert man am besten die obige Gleichung,
[=i(r") 8y — ey Ay = mlp =0
und multipliziert von links mit C. Man erhalt
Cl-i(y")" 0, — e(y") A, = mIC 'Y’ =0

[iv"0, +ey"' Ay — mly© =0

wobei C(y*)TC~! = —~# verwendet wurde. Der ladungskonjugierte Spinor erfiillt also eine
Diracgleichung, in der das Vorzeichen der elektrischen Ladung e gedndert wurde.
L

it) Die Spinoren V) und u® seien Lésungen der freien Dirac-Gleichung mit positiver
Energie und beliebigem Impuls p. In der Dirac-Darstellung sind sie gegeben als

1 0
0 1
M — @ _ ,
u’ =N . , u? =N pe—ipy ,
E+m E+m
pxtipy __P=
E+m

E+m
wobei N eine Normierungskonstante ist und ¢ = 1 gesetzt wurde. Bestimmen Sie,
welche Bedingung fiir den Impuls 7 gelten muf3, damit eine geeignet gewdhlte
Linearkombination aus Y und u® eine Eigenfunktion zum Spinoperator

1({ o0, O
S, ==

ist.
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Die Eigenwertgleichung ist

Sy(au® + Bu®y = Aau® + Bu®@)

oder explizit
0100 0 1 0
1 1 000 0 1 0 1
2 D) e |t Bl o =AMl p | TP
000 E+m E+m E+m E+m
p —Pz p —Pz
0010 E:m E+m E:m E+m

wobei p+ = py + ip, abgekiirzt wurde. Die Matrix Sy ist blockdiagonal, daher konnen die
oberen und unteren 2 Spinorkomponenten jeweils separat betrachtet werden. Fiir die oberen
Komponenten ergibt sich

1 0 1 1 0
= + = +
und somit
a=2\3, B=2a = a’=p> = a=48
Fiir die unteren beiden Komponenten ergibt sich, nach Multiplikation mit 2(E + m),
a<’”+>+ﬂ< _pz>:2)\a< Pz )+2)\B< P- )
p- P- P+ —Pz
und mit den obigen Resultaten
a(m—p—):B( 2p: ) N (lpy>:i<'l72>
2p: p+—P- pz 1Py
wobei & = +f und p; — p_ = 2ip, verwendet wurde. Es folgt p, = p, = 0, d.h. p' muB in

die x-Richtung orientiert sein.




