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Aufgabe 1: Streuung an harter Kugel 4 Punkte

Ein Teilchen soll an einer harten Kugel gestreut werden. Das Potential für eine harte

Kugel mit Radius a ist V(r) = 0 für r > a und V(r) =1 für r < a.

i) 2PDie Wellenfunktion im Außenraum r > a lautet (r; �) = 1

(2�)3=2 ∑
l

il(2l + 1)eiÆl[cos Æl jl(kr)+ sin Æl nl(kr)]Pl(cos �):
Leiten Sie aus der Anschlußbedingung für die Wellenfunktion einen Ausdruck

für die Streuphasen Æl her. Zeigen Sie insbesondere, daß Æ0 = �ka (für l = 0 gilt

j0(�) = sin �=� und n0(�) = cos �=�).Die Wellenfunktion mu� im Inneren und am Rand der Kugel vers
hwinden, d.h.  (r = a) =
0. Da dies unabh�angig von � gilt und vers
hiedene Pl aufeinander orthogonal sind, mu� dieBedingung f�ur jeden Term in der Summe extra gelten, d.h.

cos Æl jl(ka)+ sin Æl nl(ka) = 0 ) tan Æl = � jl(ka)

nl(ka)Speziell f�ur l = 0 gilt j0(�) = sin �=� und n0(�) = cos �=� und daher
tan Æ0 = � sin(ka)

cos(ka)
= � tan(ka) = tan(�ka)Es folgt Æ0 = �ka.

ii) 1PDie Streuamplitude lautet

f (�) = 1

k ∑
l

(2l + 1)eiÆl sin Æl Pl(cos �):
Berechnen Sie hieraus, unter Verwendung des Resultats von i) für Æl, den totalen

Wirkungsquerschnitt, wobei
R

d� sin �Pl(cos �)Pl0(cos �) = [2=(2l + 1)]Æll0 .



Der totale Wirkungsquers
hnitt ist� = Z
dΩ f (�) f �(�) = 2�

k2

Z
d(cos�) ∑

l;l0(2l + 1)(2l0 + 1)ei(Æl�Æl0 sin Æl sin Æl0 Pl(cos �)Pl0(cos �) =
4�
k2 ∑

l

(2l + 1) sin2 Ælwobei Z
d(cos �)Pl(cos �)Pl0(cos �) = 2

2l + 1
Æl;l0ben�utzt wurde. Aus i) ergibt si
h weiter

tan2 Æl = sin2 Æl

1� sin2 Æl

= j2l (ka)

n2
l (ka)

) sin2 Æl = j2l (ka)

j2l (ka)+ n2
l (ka)und somit� = 4�

k2 ∑
l

(2l + 1)
j2l (ka)

j2l (ka)+ n2
l (ka)

iii) 1PGeben Sie den totalen Wirkungsquerschnitt für s-Wellenstreuung im Limes klei-

ner Energie k ! 0 an. Vergleichen Sie mit dem klassisch zu erwartenden geome-

trischen Streuquerschnitt.F�ur den s-Wellenanteil des totalen Wirkungsquers
hnitt erh�alt man�0 = 4�
k2

sin2 Æ0 = 4�
k2

sin2(�ka)und im Limes k! 0�0 ' 4�
k2

(ka)2 = 4�a2was genau vier mal so gro� ist wie der klassis
he Kugelquers
hnitt �kl = �a2.



Aufgabe 2: System im äußeren Magnetfeld 5 Punkte

Ein System in einem äußeren Magnetfeld senkrecht zur z-Achse habe den Hamilton-

operator (~L ist der Drehimpulsoperator, c ist eine reelle Konstante; es sei Bz > 0, By > 0)

H = H0 + ~L2 + c(BzLz + ByLy);
wobei H0 drehinvariant ist, nicht vom Drehimpuls abhängt und daher für feste Haupt-

quantenzahl als eine Konstante E0 betrachtet werden kann.

i) 3PBestimmen Sie (für feste Hauptquantenzahl, d.h. H0 ! E0) durch eine geeignete

Rotation des Koordinatensystems die exakten Energieeigenwerte und Energieei-

genzustände dieses Hamilton-Operators.Die Drehimpulseigenzust�ande jl;mi k�onnen als glei
hzeitige Eigenzust�ande von ~L2 und einerbeliebigen Komponente des Drehimpulese ge�ahlt werden. F�ur die exakte L�osung w�ahlt mannat�urli
h die Komponente des Drehimpulses in Ri
htung des Magnetfeldes, und bezei
hnetdiese Ri
htung der Einfa
hheit halber als z0-Ri
htung, d.h. als z-Koordinate in einem gedrehtenKoordinatensystem K0: ~B = By~ey + Bz~ez = Bz0~ez0 mit Bz0 =qB2
z + B2

y

H = E0 + ~L2 + c(BzLz + ByLy) = E0 + ~L2 + c~B � ~L = E0 + ~L2 + cBz0Lz0Die Eigenzust�ande jl;m0i sollen nun die simultanen Eigenzust�ande zu ~L2 und Lz0 sein. F�ur dieEnergieeigenwerte ergibt si
h
Hjl;m0i = �E0 + ~2l(l + 1)+ cBz0~m0�jl;m0iwobei die m�ogli
hen Werte von l und m0 wie �ubli
h l = 0; 1; 2; : : : und m0 = �l; : : : ; l sind.

ii) 2PBetrachten Sie nun den Fall Bz >> By, behandeln Sie den Term cByLy als Störterm

und berechnen Sie die Energieeigenwerte in niedrigster nichtverschwindender (!)

Ordnung Störungstheorie (wieder gilt H0 ! E0). Vergleichen Sie das Ergebnis mit

dem exakten Resultat von i).Der ungest�orte Hamiltonoperator lautet Hu = E0 + ~L2 + cBzLz. Er ist diagonal in der Basisjl;mi der Eigenzust�ande zu ~L2 und Lz. Seine Eigenwerte sind
Hujl;mi = (E0 + ~2l(l + 1)+ cBz~m)jl;mi � E

(0)
lmjl;mi:



Der St�orterm ist H0 = cByLy = cBy
1
2i (L+ � L�). Er f�uhrt zu den Energiekorrekturen

∆E(1) = hl;mjH0jl;mi = cBy

2i
hl;mj(L+ � L�)jl;mi = 0:und

∆E(2) = ∑̄
l;m̄

l̄ 6=l;m̄6=m

jhl̄; m̄jH0jl;mij2
E

(0)
lm � E

(0)

l̄m̄

= c2B2
y

4 ∑̄
l;m̄

l̄ 6=l;m̄6=m

jhl̄; m̄j(L+ � L�)jl;mij2
E

(0)
lm � E

(0)

l̄m̄Mit
L�jl;mi = ~p(l �m)(l �m+ 1)jl;miergibt si
h weiter
∆E(2) = c2B2

y~2

4

0�(l �m)(l +m+ 1)

E
(0)
l;m � E

(0)
l;m+1

+ (l +m)(l �m+ 1)

E
(0)
l;m � E

(0)
l;m�1

1A =
cB2

y~
4Bz

(�(l �m)(l +m+ 1)+ (l +m)(l �m+ 1)) = c~mb2
y

2BzDie Energie bis zur zweiten Ordnung ist also
E(2) = E0 + ~2l(l + 1)+ c~Bzm+ c~mB2

y

2BzDas exakte Resultat kann in By bis zur quadratis
hen Ordnung Taylor-entwi
kelt werden,
Elm0 = E0 + ~2l(l + 1)+ c~m0Bz0 =~2l(l + 1)+ c~m0Bz

q
1+ (By=Bz)2 ' ~2l(l + 1)+ c~m0Bz

 
1+ 1

2

B2
y

B2
z

!was f�ur m = m0 genau mit dem perturbativen Resultat �ubereinstimmt.
Aufgabe 3: 2-Level-System 6 Punkte

Gegeben sei ein quantenmechanisches System mit den beiden orthonormalen Zuständenj1i und j2i sowie mit dem Hamiltonoperator (� und � sind positive Konstante)

H = �� j1ih1j+ j2ih2j�+ �� j1ih2j+ j2ih1j� :
i) 3PBerechnen Sie die Eigenwerte und normierten Eigenzustände von H.



Die beiden Eigenzust�ande des Hamiltonoperators werden als Linearkombinationen �j1i+ �j2imit der Normierungsbedingung j�j2 + j�j2 = 1 angesetzt. Die Eigenwertglei
hung lautet
H(�j1i+ �j2i) = E�j1i+ �j2i
(��+ ��)j1i+ (��+ ��)j2i = �Ej1i+ �Ej2iwas, da die beiden Vektoren j1i und j2i linear unabh�angig sind, auf die beiden Glei
hungen�(�� E)+ �� = 0��+ �(�� E) = 0Dieses lineare homogene Glei
hungssystem f�ur � und � ist nur l�osbar wenn die S�akularglei
hungerf�ullt ist:
(�� E)2 � �2 = 0 ) E� = �� �womit die Eigenwerte von H bestimmt sind. Die Eigenzust�ande ergeben si
h dur
h die Bestim-mung der KoeÆzienten � und �:jE+i : �(�� E+)+ �� = 0 ) ���+ �� = 0 ) � = � = 1p

2jE+i = 1p
2

(j1i+ j2i)wobei jE+i nat�urli
h nur bis auf eine komplexe Phase bestimmt ist (die hier der Einfa
hheithalber zu 1 gew�ahlt ist). Analog ergibt si
hjE�i : �(�� E�)+ �� = 0 ) ��+ �� = 0 ) � = �� = 1p
2jE�i = 1p

2
(j1i � j2i)wieder bis auf eine Phase.

ii) 3PBerechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, daß sich das System zum Zeitpunkt t im

Zustand j2i befindet, wenn es sich zur Zeit t = 0 im Zustand j1i befunden hat.



Die gesu
hte Wahrs
heinli
hkeit ist P(t) = jh2j (t)ij2 wobei j (t)i die Zeitentwi
klung desZustandes j (t = 0)i = j1i ist, d.h.j (t)i = e�iHt=~j1i:Dies l�a�t si
h am einfa
hsten bere
hnen, indem j1i na
h den Eigenzust�anden von H entwi
keltwird. Man �ndet lei
htj1i = 1p
2

(jE+i+ jE�i)und somitj (t)i = e�iHt=~j1i = e�iHt=~ 1p
2

(jE+i+ jE�i) =
1p
2

(e�iE+t=~jE+i+ e�iE�t=~jE�i) = 1p
2

e�i�t=~(e�i�t=~jE+i+ e+i�t=~jE�i):Somit wird h2j (t)i zuh2j (t)i = h2j 1p
2

e�i�t=~(e�i�t=~jE+i+ e+i�t=~jE�i) =
1

2
e�i�t=~(e�i�t=~ � e+i�t=~) = �ie�i�t=~ sin

t�~und die �Ubergangswahrs
heinli
hkeit
P(t) = jh2j (t)ij2 = sin2 t�~

Aufgabe 4: Dirac-Gleichung 5 Punkte

i) 2P sei eine Lösung der Dirac-Gleichung

[i
��� � e
�A� � m] = 0:
Leiten Sie die Gleichungen ab, die für  =  y
0, sowie für den ladungskonjugier-

ten Spinor  c = C T
gelten. Hier bedeutet T Transposition, und die Ladungskon-

jugationsmatrix C erfüllt die Relation C(
�)TC�1 = �
�. Auch gilt (
0)y = 
0 und

(
k)y = �
k.



Hermitis
hes Konjugieren der Dira
-Glei
hung f�uhrt auf y ��i[(
0)y �� 0 + (
k)y �� k]� e[(
0)yA0 + (
k)yAk]�m
� = 0 y ��i[
0 �� 0 � 
k �� k]� e[
0 A0 � 
k Ak]�m

� = 0wobei (
0)y = 
0 und (
k)y = �
k verwendet wurde. Multiplizieren mit 
0 von re
hts undDur
hkommutieren dieser Matrix 
0 ergibt mit 
k
0 = �
0
k y
0
��i[
0 �� 0 + 
k �� k]� e[
0 A0 + 
k Ak]�m

� = 0und na
h Multiplizieren mit �1 mit  =  y
0 �i[
� �� �]+ e[
�A�]+m
� = 0:F�ur die Bere
hnung der Glei
hung f�ur  c transponiert man am besten die obige Glei
hung,

[�i(
�)T�� � e(
�)T A� �m] T = 0und multipliziert von links mit C. Man erh�alt
C[�i(
�)T�� � e(
�)T A� �m]C�1C T = 0

[i
��� + e
�A� �m] c = 0wobei C(
�)TC�1 = �
� verwendet wurde. Der ladungskonjugierte Spinor erf�ullt also eineDira
glei
hung, in der das Vorzei
hen der elektris
hen Ladung e ge�andert wurde.
ii) 3PDie Spinoren u(1) und u(2) seien Lösungen der freien Dirac-Gleichung mit positiver

Energie und beliebigem Impuls ~p. In der Dirac-Darstellung sind sie gegeben als

u(1) = N

0BBB� 1

0
pz

E+m
px+ipy

E+m

1CCCA ; u(2) = N

0BBB� 0

1
px�ipy

E+m� pz

E+m

1CCCA ;
wobei N eine Normierungskonstante ist und c = 1 gesetzt wurde. Bestimmen Sie,

welche Bedingung für den Impuls ~p gelten muß, damit eine geeignet gewählte

Linearkombination aus u(1) und u(2) eine Eigenfunktion zum Spinoperator

Sx = 1

2

 �x 0

0 �x

!
ist.



Die Eigenwertglei
hung ist
Sx(�u(1) + �u(2)) = �(�u(1) + �u(2))oder explizit
1

2

0BBBB� 0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

1CCCCA266664�0BBBB� 1

0
pz

E+m
p+

E+m

1CCCCA+ �0BBBB� 0

1
p�

E+m�pz

E+m

1CCCCA377775 = �266664�0BBBB� 1

0
pz

E+m
p+

E+m

1CCCCA+ �0BBBB� 0

1
p�

E+m�pz

E+m

1CCCCA377775wobei p� = px � ipy abgek�urzt wurde. Die Matrix Sx ist blo
kdiagonal, daher k�onnen dieoberen und unteren 2 Spinorkomponenten jeweils separat betra
htet werden. F�ur die oberenKomponenten ergibt si
h
1

2

"� 0

1

!+ � 1

0

!# = � "� 1

0

!+ � 0

1

!#und somit� = 2�� ; � = 2�� ) �2 = �2 ) � = ��F�ur die unteren beiden Komponenten ergibt si
h, na
h Multiplikation mit 2(E+m),� p+
pz

!+ � �pz

p� ! = 2�� pz

p+ !+ 2�� p��pz

!und mit den obigen Resultaten� p+ � p�
2pz

! = � 2pz

p+ � p� ! )  
ipy

pz

! = � pz

ipy

!wobei � = �� und p+ � p� = 2ipy verwendet wurde. Es folgt py = pz = 0, d.h. ~p mu� indie x-Ri
htung orientiert sein.


