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Aufgabe 1: Streuung am Yukawa-Potential in Bornscher Näherung 5 Punkte

Ein Teilchen soll am Yukawa-Potential V(r) = �V0e��r=r gestreut werden (hierbei sind

V0 und � positive Konstante). Gesucht sind der differentielle und totale Streuquer-

schnitt, wobei von der Streuamplitude in Bornscher Näherung

fk(�) = � m

2�~2

Z
d3x V(r) ei(~k�~k0)�~x

ausgegangen werden soll (� ist der Winkel zwischen den Impulsen~k und~k0 von einfal-

lendem und gestreutem Teilchen, und k = j~kj = j~k0j).
i) 2PZeigen Sie, daß die Streuamplitude wie

fk(�) = � 2m

K~2

Z 1
0

dr rV(r) sin(Kr)

geschrieben werden kann, wobei K = j~k �~k0j = 2k sin(�=2). Hinweis: Integrieren

Sie in Kugelkoordinaten und wählen Sie die z-Achse in~k �~k0-Richtung.Mit ~K = ~k �~k0 und K = j~k �~k0j = p
2k2 � 2k2 cos � = 2k sin(�=2) l�a�t si
h das Integral f�ur fs
hreiben als

fk(�) = � m

2�~2

Z 1
0

dr r2V(r)
Z

sin#d#d'eiKr cos #wobei Kugelkoordinaten(r; #; ') eingef�uhrt wurden (mit der ~K-Ri
htung in z-Ri
htung). Mitder trivialen '-Integration und der Substitution t = cos# ergibt si
h
fk(�) = �m~2

Z 1
0

dr r2V(r)
Z 1�1

dteiKrt = �m~2

Z 1
0

dr r2V(r)

�
eiKrt

iKr

�1�1= � 2

K~2

Z
dr rV(r) sin(Kr)was zu zeigen war.

ii) 2PBerechnen Sie mit Hilfe der Formel von i) den differentiellen und totalen Wir-

kungsquerschnitt. Sie benötigen die FormelnZ 1
0

dt e�t sin(�t) = �
1+ �2

; sin2(�=2) = 1 � cos �
2



F�ur die Streuamplitude ergibt si
h mit dem Yukawa-Potential
fk(�) = 2mV0

K~2

Z 1
0

dr sin(Kr)e��r = 2mV0

K~2� Z 1
0

dt e�t sin
Kt�und unter Verwendung der angegebenen Integrationsformel

fk(�) = 2mV0

K~2� K=�
1+ (K=�)2

= 2mV0~2

1

K2 + �2
= 2mV0~2

1

4k2 sin2(�=2)+ �2F�ur den di�erentiellen Wirkungsquers
hnitt ergibt si
h
d�
dΩ

= j fk(�)j2 = 4m2V2
0~4

1

(4k2 sin2(�=2)+ �2)2Der totale Wirkungsquers
hnitt ist�tot = Z
dΩ� = Z 2�

0
d� Z �

0
d� sin �� = 8�m2V2

0~4

Z �
0

d� sin �
[2k2(1 � cos �)+ �2]2und mit der Substitution

t = 1� cos � ; dt = sin �d�ergibt si
h�tot = 8�m2V2
0~4

Z 2

0

dt

(2k2t+ �2)2
= 8�m2V2

0

4k4~4

Z 2

0

dt

(t+ �2

2k2 )2
=

2�m2V2
0~4k4

" �1

t+ �2

2k2

#2

0

= 4�m2V2
0~4k2

�
1�2
� 1

4k2 + �2

�
iii) 1PStudieren Sie jetzt den Limes � ! 0 von differentiellem und totalem Wirkungs-

querschnitt. Ergeben sich die von der Couloumbstreuung bekannten Resultate?Der di�erentielle Wirkungsquers
hnitt im Limes �! 0 ist
d�
dΩ

= m2V2
0

4~4k4 sin4(�=2)
= V2

0

16E2 sin4(�=2)wobei die Energie E = (~k)2=(2m) eingesetzt wurde. Mit der Identi�zierung V0 = Ze2 ist dasgenau der Rutherford's
he Streuquers
hnitt f�ur die Streuung einer Ladung �e im Couloumbpo-tential mit der Ladung Ze.Der totale Wirkungsquers
hnitt ist im Limes � ! 0 unendli
h, wie es au
h f�ur den totalenWirkungsquers
hnitt der Couloumbstreuung der Fall ist.



Aufgabe 2: Paulispinor in einer Dimension 5 Punkte

Ein zweikomponentiger Spinor in einer Raumdimension habe den Hamiltonoperator

H = p2

2m
+ �2

2
x4 + �3

�~p
m

x

wobei p und x Orts- und Impulsoperator sind und � eine reelle, positive Konstante ist.

Die hermitischen Paulimatrizen erfüllen die Relation �i� j = Æi j + i�i jk�k. Weiters seien

die beiden Operatoren

A = 1

2

��1
pp
m
+ �2�x2

� ; B = 1

2

��2
pp
m
� �1�x2

�
gegeben.

i) 3PZeigen Sie, daß die Operatoren A und B hermitisch sind. Zeigen Sie weiters, daß

H = 2A2 = 2B2 (Hinweis: Es gilt [p; f (x)] = �i~ f 0(x) für beliebige f (x)). Folgern

Sie hieraus, daß die Eigenwerte von H nichtnegativ sind und geben Sie an, welche

beiden einfachen Bedingungen ein Eigenzustand von H zum Energieeigenwert

Null erfüllen muß.Der hermitis
he konjugierte Operator Ay ist
Ay = 1

2

�
pyp
m
�y1 + �(x2)y�y2�weiters sind x, p und die �i hermitis
h, und die konstanten Paulimatrizen vertaus
hen sowohlmit x als au
h mit p. Es folgt also

Ay = 1

2

��1
pp
m
+ ��2x2

� = A :Das glei
he Resultat ergibt si
h o�ensi
htli
h au
h f�ur B.F�ur A2 ergibt si
h
A2 = 1

4

��2
1

p2

m
+ �2

2�2x4 + �1�2
�p
m

px2 + �2�1
�p
m

x2p

� =
1

4

�
p2

m
+ �2x4 + �1�2

�p
m

[p; x2]

� = 1

4

�
p2

m
+ �2x4 + i�3

�p
m

(�i~2x)

� =
1

2

�
p2

2m
+ 1

2
�2x4 + �3

�~p
m

x

� = 1

2
H:



Analog ergibt si
h
B2 = 1

4

��2
2

p2

m
+ �2

1�2x4 � �2�1
�p
m

px2 � �1�2
�p
m

x2p

� =
1

4

�
p2

m
+ �2x4 + �1�2

�p
m

[p; x2]

� = 1

4

�
p2

m
+ �2x4 + i�3

�p
m

(�i~2x)

� =
1

2

�
p2

2m
+ 1

2
�2x4 + �3

�~p
m

x

� = 1

2
H:Da si
h der Hamiltonoperator als Quadrat eines hermitis
hen Operators s
hreiben l�a�t, ist dasSpektrum ni
htnegativ:

E = h jHj i = 2h jA2j i = 2h jAyAj i = 2jAj ij2 � 0und analog f�ur B. Die Norm eines Zustandsvektors ist genau dann glei
h Null, wenn es si
h umden Nullvektor handelt, daher ist der Energieeigenwert E = 0 nur m�ogli
h falls Aj i = 0 und
Bj i = 0 gilt.

ii) 2PZeigen Sie, daß [A;H] = [B;H] = 0. Benützen Sie dieses Resultat, um zu einem

gegebenen Eigenzustand von A einen weiteren Zustand mit derselben Energie zu

konstruieren.Aus dem Resultat der letzten Aufgabe H = 2A2 = 2B2 folgt sofort [A;H] = (1=2)[A; A2] = 0und analog f�ur B.Ein Eigenzustand von A erf�ullt die Glei
hung Ajai = ajai f�ur eine reelle Zahl a. Dieser Zustanderf�ullt daher au
h die Glei
hung
Hjai = 2A2jai = 2a2jaid.h. der Energieeigenwert des Zustands jai ist 2a2. Da H mit B vertaus
ht, ist Bjai ein weitererEnergieeigenzustand zu dem selben Energieeigenwert 2a2. Es gilt n�amli
h
H(Bjai) = BHjai = B2a2jai = 2a2(Bjai)und daher ist Bjai der gesu
hte weitere Zustand zur selben Energie.



Aufgabe 3: Zwei Spin-1=2-Teilchen 5 Punkte

Ein System aus zwei (unterscheidbaren) Spin-1=2-Teilchen mit den Spins ~S1 und ~S2 wer-

de durch den Hamiltonoperator

H = �+ �~ ~S1 � ~S2

beschrieben (� und � sind positive Konstante). Das System befinde sich zum Zeitpunkt

t = 0 im Zustand j+�i � j+i1 
 j�i2 (Eigenzustand von (S1)z und (S2)z zu den Eigen-

werten +~=2 und �~=2).

i) 3PBerechnen Sie exakt die Wahrscheinlichkeit, das System zur Zeit t in den Zuständenj++i, j+�i, j �+i und j � �i zu finden.Die Konstante � ist diagonal in einer beliebigen Basis, der zweite Term des Hamiltonoperatorsl�a�t si
h s
hreiben als�~ ~S1 � ~S2 = �
2~ (~S2 � ~S2

1 � ~S2
2)wobei ~S = ~S1 + ~S2 der gesamte Spin ist. Die Eigenzust�ande von H sind daher die Zust�andejs;mi, die si
h na
h den Zust�anden j�i1 
 j�i2 wie folgt zerlegen lassen (Clebs
h-Gordan-Zerlegung).Triplett:js = 1;m = 1i = j++ijs = 1;m = 0i = 1p

2
(j+�i+ j �+i)js = 1;m = �1i = j � �iSinglett:js = 0;m = 0i = 1p

2
(j+�i � j �+i)Die Energie bere
hnet si
h aus der Formel

E = �+ �
2~~2[s(s+ 1) � s1(s1 + 1) � s2(s2 + 1)]f�ur die drei Triplettzust�ande zu

Et = �+ �~
2

(2 � 3

4
� 3

4
) = �+ 1

4
�~



und f�ur den Singlettzustand zu
Es = �+ �~

2
(0 � 3

4
� 3

4
) = �� 3

4
�~Der Zustand zur Zeit t = 0 ist na
h Voraussetzungj (t = 0)i = j+�i = 1p

2
(j1; 0i+ j0; 0i)Der Zustand zur Zeit t ist daherj (t)i = e�i Ht~ j (0)i = e�i �t~ 1p

2

�
e� i

4
�tj1; 0i+ e

3i
4
�tj0; 0i�Die Wahrs
heinli
hkeit daf�ur, da� si
h das System  (t) im Zustand j?i be�ndet, ist einfa
hdur
h das Absolutquadrat des Matrixelements h?j (t)i gegeben. Im Zustand j (t)i kommendie Vektoren j1; 1i und j1;�1i (und daher die Vektoren j + +i und j � �i) �uberhaupt ni
htvor, daher vers
hwinden die entspre
henden �Ubergangswahrs
heinli
hkeiten,jh++ j (t)ij2 = 0 ; jh� � j (t)ij2 = 0F�ur die beiden anderen ergibt si
h (irrelevante Phasen werden weggelassen)jh+� j (t)ij2 = ����12�h1; 0j+ h0; 0j� �e� i

4
�tj1; 0i+ e

3i
4
�tj0; 0i�����2 =

1

4
je� i

4
�t + e

3i
4
�tj2 = 1

4
j1+ ei�tj2 = 1

2
(1+ cos(�t)) = cos2 �t

2und analogjh�+ j (t)ij2 = ����12�h1; 0j � h0; 0j� �e� i
4
�tj1; 0i+ e

3i
4
�tj0; 0i�����2 =

1

4
je� i

4
�t � e

3i
4
�tj2 = 1

4
j1 � ei�tj2 = 1

2
(1 � cos(�t)) = sin2 �t

2Wie es sein mu�, addieren si
h die Wahrs
heinli
hkeiten zu 1.
ii) 2PBerechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, das System zur Zeit t im Zustand j �+i zu

finden, in erster Ordnung Störungstheorie mit dem Störterm (�=~)~S1 � ~S2. Verglei-

chen Sie das Ergebnis mit dem exakten Resultat.



Der Zeitentwi
klungsoperator
U(t; 0) = e� i~ Ht = e� i~�te

� i�t~2
~S1�~S2ist bis zur ersten Ordnung

U(t; 0) ' e� i~�t[1 � i�t
2~2

(~S2 � ~S2
1 � ~S2

2)]und das �Ubergangsmatrixelement ist daher (bis auf eine irrelevante Phase)h�+ j (t)i = h�+ jU(t; 0)j (t = 0)i ' �i�t
2~2

h�+ j(~S2 � ~S2
1 � ~S2

2)j+�i =�i�t
4~2

�h1; 1j � h0; 0j��~S2 � ~S2
1 � ~S2

2

��j1; 1i+ j0; 0i� = �i�t
4~2

(
1

2
~2 + 3

2
~2) = �i�t

2F�ur die �Ubergangswahrs
heinli
hkeit ergibt si
hjh�+ j (t)ij2 ' �2t2

4was mit der Taylorentwi
klung des exakten Resultats �ubereinstimmt,
1

2
(1 � cos(�t)) ' 1

2
(1 � 1+ 1

2
(�t)2) = �2t2

4was zu zeigen war.
Aufgabe 4: Dirac- und Klein–Gordon-Gleichung 5 Punkte

i) 2PZeigen Sie, daß ein Dirac-Spinor, der die freie Diracgleichung (
�i�� � m) = 0

erfüllt, auch die Klein–Gordon-Gleichung (2+m2) = 0 erfüllt.Aus der Dira
glei
hung
(
�i�� � m) = 0ergibt si
h dur
h Multiplikation mit (
� i�� +m) die Glei
hung
(�
�
����� � m2) = 0:Wegen der Symmetrie der partiellen Ableitungen tr�agt nur der symmetris
he Anteil des Produktsder beiden Gammamatrizen bei, d.h. 
�
� ! (1=2)f
�; 
�g = g�� . Es ergibt si
h (na
hMultiplikation mit �1)
(g������ +m2) = 0also das gesu
hte Ergebnis.



ii) 3PFinden Sie auf analoge Weise die Gleichung zweiter Ordnung für einen Spinor,

der die Diracgleichung [
�(i��� eA�)�m] = 0 erfüllt. Zeigen Sie, daß sich diese

gesuchte Gleichung nicht einfach durch die minimale Substitution �� ! �� +
ieA� aus der Klein–Gordon-Gleichung ergibt. Drücken Sie die gesuchte Gleichung

durch die kovariante Ableitung D� � �� + ieA� sowie durch die Feldstärke F�� =��A� � ��A� und den Spinoperator S�� = (i=4)[
�; 
�] aus.Die Dira
glei
hung lautet
(i
�D� � m) = 0wobei die Abk�urzung D� = ��+ ieA� (kovariante Ableitung) verwendet wurde. Multiplikationmit i
�D� +m ergibt
(�
�
�D�D� � m2) = 0oder, na
h Multiplikation mit �1,�

1

2
f
�; 
�gD�D� + 1

2
[
�; 
�]D�D� +m2

� = 0:Der erste Term
1

2
f
�; 
�gD�D� = g��D�D�ist genau der si
h dur
h minimale Substitution aus der Klein{Gordon-Glei
hung ergebende. Derzweite Term lautet explizit

1

2
[
�; 
�](���� � e2A�A� + ie��A� + ieA���) Die beiden Terme ���� und A�A� sind symmetris
h in den Indizes �; � und tragen daherwegen der Antisymmetrie des Kommutators ni
hts bei. Bei den gemis
hten Termen ist zuber�u
ksi
htigen, da� die Ableitungen immer auf alle re
hts von ihnen stehenden Funktionenwirken und daher��A� = (��A�)+ A���ist. Es ergibt si
h

ie

2
[
�; 
�]

�
(��A�)+ A��� + A���� 



Hier ist die Summe der beiden letzten Terme, A��� + A��� , wieder symmetris
h und tr�agtdaher ni
hts bei. Der verbleibende Term kann, wieder wegen der Antisymmetrie des Kom-mutators, seinerseits antisymmetrisiert werden ohne das Resultat zu �andern, d.h. (��A�) !
(1=2)[(��A�)� (��A�)] = (1=2)F�� und es ergibt si
h

ie

4
[
�; 
�]F�� = ieS��F�� und f�ur die gesamte Glei
hung

(D�D� + ieS��F�� +m2) = 0also zus�atzli
h zu dem Anteil, der si
h dur
h minimale Substition aus der Klein{Gordon-Glei
hung ergibt, no
h ein Term, in dem der Spin an den elektromagnetis
hen Feldst�arketensorgekoppelt ist.


