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‘Aufgabe 1: Streuung am Yukawa-Potential in Bornscher Niherung 5 Punkte

Ein Teilchen soll am Yukawa-Potential V(r) = — Ve~ /r gestreut werden (hierbei sind
Vo und a positive Konstante). Gesucht sind der differentielle und totale Streuquer-
schnitt, wobei von der Streuamplitude in Bornscher Ndherung

fild) =~ [ @xvin P
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ausgegangen werden soll (6 ist der Winkel zwischen den Impulsen k und k' von einfal-
lendem und gestreutem Teilchen, und k = k| = |K']).

i) Zeigen Sie, daf’ die Streuamplitude wie

£(0) = Kh2 / dr rV(r) sin(K7)

geschrieben werden kann, wobei K = |k Sy | = 2ksin(f/2). Hinweis: Integrieren
Sie in Kugelkoordinaten und wéhlen Sie die z-Achse in k—K -Richtung.

Mit K=k — k' und K = |k — K'| = v/2k? — 2k2 cos f = 2ksin(f/2) 13Bt sich das Integral fiir f
schreiben als

FlB) = / dr V() / sin 9dddpetKreos?
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wobei Kugelkoordinaten(r, 9, ) eingefiihrt wurden (mit der K-Richtung in z-Richtung). Mit
der trivialen ¢-Integration und der Substitution t = cos ¥ ergibt sich

Krtq1
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= _ﬁ/o drr V(r)[ldtel "= _ﬁ/o drr=V(r) i

= / dr rV(r) sin(K7)

was zu zeigen war.

ii) Berechnen Sie mit Hilfe der Formel von i) den differentiellen und totalen Wir-
kungsquerschnitt. Sie benotigen die Formeln

/Oo dte 'sin(ft) = B
0
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Fir die Streuamplitude ergibt sich mit dem Yukawa-Potential

2mVy [ 2mVy [ Kt
fr(@) = % /0 dr sin(Kr)e™ " = an;o? /0 dte 'sin -
und unter Verwendung der angegebenen Integrationsformel
2mVy  K/ao  2mVy 1 _ 2mVy 1

fk(e) = Khza 1+ (K/a)2 - ﬁz K2 + Oéz - hZ 4k2 Slnz(a/z) + aZ

Fiir den differentiellen Wirkungsquerschnitt ergibt sich
4m2Vg 1

Wt (4k2sin®(A/2) + a2)?
Der totale Wirkungsquerschnitt ist

2 L 8rm*V3 7 df sin 6
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do 2
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und mit der Substitution

t=1-cosf, dt=sinfdl

ergibt sich
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iii) Studieren Sie jetzt den Limes o — 0 von differentiellem und totalem Wirkungs- 1P
querschnitt. Ergeben sich die von der Couloumbstreuung bekannten Resultate?

I I
Der differentielle Wirkungsquerschnitt im Limes o — 0O ist

S - S

dQ  4htktsin*(0/2)  16E2sin*(A/2)

wobei die Energie E = (hk)?/(2m) eingesetzt wurde. Mit der ldentifizierung Vo = Ze? ist das
genau der Rutherford’sche Streuquerschnitt fiir die Streuung einer Ladung —e im Couloumbpo-
tential mit der Ladung Ze.

Der totale Wirkungsquerschnitt ist im Limes @ — 0 unendlich, wie es auch fiir den totalen

Wirkungsquerschnitt der Couloumbstreuung der Fall ist.




‘Aufgabe 2: Paulispinor in einer Dimension 5 Punkte

Ein zweikomponentiger Spinor in einer Raumdimension habe den Hamiltonoperator

2 2
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wobei p und x Orts- und Impulsoperator sind und A eine reelle, positive Konstante ist.
Die hermitischen Paulimatrizen erfiillen die Relation o;0; = d;; + i€;jxor. Weiters seien
die beiden Operatoren

1 1
A= 5 <01% + 02/\x2> , B= 2 (02% - 01)\x2>

gegeben.

i) Zeigen Sie, dafs die Operatoren A und B hermitisch sind. Zeigen Sie weiters, dafs 3P
H = 2A? = 2B? (Hinweis: Es gilt [p, f(x)] = —ihf'(x) fiir beliebige f(x)). Folgern
Sie hieraus, daf3 die Eigenwerte von H nichtnegativ sind und geben Sie an, welche
beiden einfachen Bedingungen ein Eigenzustand von H zum Energieeigenwert
Null erfiillen muf.

Der hermitische konjugierte Operator A' ist

t
— p_ _t N
14]L = E (ﬁgl + )\(x )T0'2>
weiters sind x, p und die o; hermitisch, und die konstanten Paulimatrizen vertauschen sowohl

mit x als auch mit p. Es folgt also

1 p
At =2 (01— + A02x2> =A.
2 vm

Das gleiche Resultat ergibt sich offensichtlich auch fiir B.

Fiir A2 ergibt sich

1 2P2 2424 A 2 Ao
A- = 1 ‘71%““72)‘ X +0102ﬁpx ‘Hfszlﬁx p|=
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Analog ergibt sich

B = }1 < 2P + oA 0201%179(2 - 0102%9(2?) =
Ly + 224 + g0 i[p 2]) = L(p + Nt +io i(—ith) =
4 m 1 2\/7/]—/1 9 4 m 3m

1/ 1,4 AR 1
— | =4+ =X — = —H.
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Da sich der Hamiltonoperator als Quadrat eines hermitischen Operators schreiben 13Bt, ist das

Spektrum nichtnegativ:

= (Y|H[y) = 2| A*|9)) = 2| ATAly) = 2| Aly)* > 0

und analog fiir B. Die Norm eines Zustandsvektors ist genau dann gleich Null, wenn es sich um
den Nullvektor handelt, daher ist der Energieeigenwert E = 0 nur mdglich falls A|¢)) = 0 und

Bl)) = 0 gilt.

ii) Zeigen Sie, daf [A, H] = [B, H] = 0. Bentitzen Sie dieses Resultat, um zu einem 2P
gegebenen Figenzustand von A einen weiteren Zustand mit derselben Energie zu
konstruieren.

1 1
Aus dem Resultat der letzten Aufgabe H = 2A2 = 2B? folgt sofort [A, H] = (1/2)[A, A?] =0
und analog fiir B.

Ein Eigenzustand von A erfiillt die Gleichung Ala) = a|a) fiir eine reelle Zahl a. Dieser Zustand
erfiillt daher auch die Gleichung

Hla) = 2A%|a) = 24°|a)

d.h. der Energieeigenwert des Zustands |a) ist 2a%>. Da H mit B vertauscht, ist B|a) ein weiterer
Energieeigenzustand zu dem selben Energieeigenwert 242. Es gilt nimlich

H(B|a)) = BH|a) = B2a?|a) = 24*(B|a))

und daher ist Bla) der gesuchte weitere Zustand zur selben Energie.




‘Aufgabe 3: Zwei Spin-1/2-Teilchen 5 Punkte

Ein System aus zwei (unterscheidbaren) Spin-1/2-Teilchen mit den Spins S; und S, wer-
de durch den Hamiltonoperator
€ - —
H=A+-5-5
+ 50192

beschrieben (A und € sind positive Konstante). Das System befinde sich zum Zeitpunkt
t = 0im Zustand | + —) = |4+); ® |—)2 (Eigenzustand von (S1), und (S;), zu den Eigen-
werten +4/2 und —5h/2).

i) Berechnen Sie exakt die Wahrscheinlichkeit, das System zur Zeit t in den Zustdnden
|++),|+—), | —+) und | — —) zu finden.

I 1
Die Konstante A ist diagonal in einer beliebigen Basis, der zweite Term des Hamiltonoperators
1Bt sich schreiben als

€g .8 - (@2 _p2_2
hsl So 2h(S 51—-53)

wobei § = §; 4 S, der gesamte Spin ist. Die Eigenzustande von H sind daher die Zustande

|s,m), die sich nach den Zustdnden |£); ® |£), wie folgt zerlegen lassen (Clebsch-Gordan-
Zerlegung).

Triplett:

s=1m=0) = —=(+ =)+ |~ +)
s=1,m=-1)=|—--)
Singlett:
1
IS—O,m—0>—E(|+—>—|—+>)

Die Energie berechnet sich aus der Formel
E =X+ 5 20s(s + 1) = s1(s1 + 1) = sa(s2 + 1)]

fiir die drei Triplettzustande zu

1
3 3):)\+—eh

eh
Ei=A+50@-3-1 7

3P



und fiir den Singlettzustand zu

Der Zustand zur Zeit t = 0 ist nach Voraussetzung

_ 1
V2

Der Zustand zur Zeit ¢t ist daher

—illt _in Lo i 3
9(0) = ) = 7% (51,0} +¢50,0))

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB sich das System (t) im Zustand |?) befindet, ist einfach
durch das Absolutquadrat des Matrixelements (?|t(t)) gegeben. Im Zustand |1 (t)) kommen
die Vektoren |1,1) und |1, —1) (und daher die Vektoren | + +) und | — —)) Gberhaupt nicht
vor, daher verschwinden die entsprechenden Ubergangswahrscheinlichkeiten,

[+ PO =0 (== ) =0

Fir die beiden anderen ergibt sich (irrelevante Phasen werden weggelassen)

i 3i 2
[+ = O = E((l,m +(0,01) (¢771,0) +ef“|0,0>)‘ =

1 i 1 ; 1 t
Z|e’ift + e%ft|2 = 1|1 + o2 = 5(1 + cos(et)) = cos? %

und analog

2

=+ O = |3((1.01= ©.01) (e 11,0 + ¢ 0.0})

1 —let 3—iet2_1 iet2_1 — ol 26t
4|e 1 — e —4|1 e’ —2(1 cos(et)) = sin 5

Wie es sein muB, addieren sich die Wahrscheinlichkeiten zu 1.

ii) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, das System zur Zeit t im Zustand | — +) zu 2P
finden, in erster Ordnung Stérungstheorie mit dem Stérterm (e/5)S; - S,. Verglei-
chen Sie das Ergebnis mit dem exakten Resultat.



Der Zeitentwicklungsoperator
Uut,0) = e wHE = g Moz 5152

ist bis zur ersten Ordnung

it el > @ @
U(t,0) = V[ = 228 - 5 — )]
und das Ubergangsmatrixelement ist daher (bis auf eine irrelevante Phase)

—iet

(= + [(0) = (= + U Ot = 0) = — (= +[(5* = 51 = | + —) =
—iet _ P B &R __i€t12 92_—1'615
o (111 = 0,0) (8- 83 - &) (1L, 1) +10,0)) = 5 GRR+ 50 = =7
Fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit ergibt sich
€22
(= + [ (0)|* ~ T
was mit der Taylorentwicklung des exakten Resultats iibereinstimmt,
1 1 1, 5, et
was zu zeigen war.
L |
‘Aufgabe 4: Dirac- und Klein—Gordon-Gleichung 5 Punkte‘

i) Zeigen Sie, daf} ein Dirac-Spinor, der die freie Diracgleichung (y*id, — m)y) =0 2P
erfiillt, auch die Klein-Gordon-Gleichung (0 + m?)y = 0 erfiillt.

Aus der Diracgleichung
(4i8), — myp = 0

ergibt sich durch Multiplikation mit (y”id, + m) die Gleichung
(=747 8,0, — m*)h = 0.

Wegen der Symmetrie der partiellen Ableitungen tragt nur der symmetrische Anteil des Produkts

der beiden Gammamatrizen bei, d.h. v+ — (1/2){y*,4"} = g¢"”. Es ergibt sich (nach
Multiplikation mit —1)

(g7 0,0, +m*)p =0

also das gesuchte Ergebnis.
L




i) Finden Sie auf analoge Weise die Gleichung zweiter Ordnung fiir einen Spinor, 3P
der die Diracgleichung [v*(i0, —eA,) —m]y = 0 erfiillt. Zeigen Sie, daf sich diese
gesuchte Gleichung nicht einfach durch die minimale Substitution 9, — 0, +
ieA, aus der Klein-Gordon-Gleichung ergibt. Driicken Sie die gesuchte Gleichung
durch die kovariante Ableitung D, = 8, + ieA, sowie durch die Feldstarke F,, =
0,A, — 0,A, und den Spinoperator S* = (i/4)[y*, v"] aus.

Die Diracgleichung lautet
(i7" Dy — myp = 0

wobei die Abkiirzung D, = 0, +ieA,, (kovariante Ableitung) verwendet wurde. Multiplikation
mit iv” D, + m ergibt

(=7"9"DuDy — m*)yp =0
oder, nach Multiplikation mit —1,
1 v 1 v 2
(5{7“,7 }DuDy + 59", ¥"1DuDy + m > Y =0.
Der erste Term
%{7", 7"}DuDy, = g"" DD,

ist genau der sich durch minimale Substitution aus der Klein—-Gordon-Gleichung ergebende. Der

zweite Term lautet explizit
1
50771000 — PALA, +ied, Ay, +ieA L0,

Die beiden Terme 0,0, und A, A, sind symmetrisch in den Indizes i, und tragen daher
wegen der Antisymmetrie des Kommutators nichts bei. Bei den gemischten Termen ist zu
berlicksichtigen, daB die Ableitungen immer auf alle rechts von ihnen stehenden Funktionen

wirken und daher
8MA,, = (8/LAV) + A,,au

ist. Es ergibt sich

ie
S0 1(@A) + Ay + A0, )



Hier ist die Summe der beiden letzten Terme, A,,@M + AM(?,,, wieder symmetrisch und tragt
daher nichts bei. Der verbleibende Term kann, wieder wegen der Antisymmetrie des Kom-
mutators, seinerseits antisymmetrisiert werden ohne das Resultat zu andern, d.h. (0,4,) —
(1/2)[(0,AL) — (0, AW)] = (1/2)F,,, und es ergibt sich

ie .

Z['Yﬂa '7V]Fuu1/} = leSlWF;uﬂ/}
und fir die gesamte Gleichung

(D"D,, + ieS*'F,,, + m*)p =0

also zusatzlich zu dem Anteil, der sich durch minimale Substition aus der Klein—Gordon-
Gleichung ergibt, noch ein Term, in dem der Spin an den elektromagnetischen Feldstarketensor

gekoppelt ist.




