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Aufgabe K1: Identische Teilchen

Wir betrachten ein ideales Gas mit IV identischen Teilchen in einem Behélter. Die Teilchen
wechselwirken nicht miteinander. Die moglichen Energien E, (n € Ny; E,41 > Ep) fiir ein
Teilchen seien diskret und nicht entartet. Die zugehorigen Einteilchenzustinde nennen wir |n).

a) Was sind die moglichen Energieeigenzustéinde und -werte fiir das gesamte N-Teilchen-
System, ausgedriickt durch die entsprechenden Einteilchenzustinde und -energien? Un-
terscheiden Sie jeweils zwischen Bosonen und Fermionen.

b) Was sind der Grundzustand und die Grundzustandsenergie? Unterscheiden Sie jeweils
zwischen Bosonen und Fermionen.

Aufgabe K2: Spinmessung
Zwei unterscheidbare Spin-1/2-Teilchen befinden sich im Spin-Singlett-Zustand

1
15) = 7 (lz4) ® [z=) = |2=) ® |24))

(d.h. ihr Gesamtdrehimpuls ist null; wir betrachten keine Ortswellenfunktionen). Hierbei sind
|z+), |z—) Eigenzustande des Spinoperators in z-Richtung zu den Eigenwerten +7/2, —h/2.

a) a sei ein Einheitsvektor in der xz-Ebene,

sin o
a= 0 .
coSs &

Die Eigenzusténde des Spinoperators in Richtung @ zu den Eigenwerten +%/2 bzw. —h/2
lauten (dies brauchen Sie nicht zu zeigen):

a L«
la+) = cos 5 |z4+) + sin o |z—),

.o o
la—) = — sin 5 |z4) + cos 5 |z—).

Zeigen Sie, daf} der oben angegebene Zustand |S) auch so geschrieben werden kann:

_ L

By 7

(|a,+> ®la—) — Ja—) ® |a+)) :

b) Unser System aus zwei unterscheidbaren Teilchen befinde sich im oben angegebenen
Spin-Singlett-Zustand |.S). Wir fithren eine Messung des Spins von Teilchen 1 in Richtung
d durch, wobei @ wie in Teilaufgabe a) definiert ist. Mit welcher Wahrscheinlichkeit liefert
die Messung den Wert +%/2? Was ist der Zustand nach der Messung, falls der Wert +7,/2
fiir Teilchen 1 gemessen wurde?

c) Wir nehmen an, die Messung aus Teilaufgabe b) habe das Ergebnis +7#/2 geliefert. Un-
mittelbar anschlieBend messen wir den Spin von Teilchen 2 in Richtung b, wobei

. sin 8
b:( : ) |
cos f3

Mit welcher Wahrscheinlichkeit erhélt man den Mefiwert +7/27

In welchem Zustand befindet sich das System nach der Messung, falls der Wert +7/2
fiir Teilchen 2 gemessen wurde?

Hinweis: sin(z £ y) =sinz cosy £ cosz siny, cos(z £y) = cosz cosy F sinz siny.
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Aufgabe K3: Dirac-Gleichung

a) Gegeben seien die folgenden Dirac-Matrizen (chirale Darstellung):

0 1 0 —o
0 _ k _
7_<1 0)7 7_(0.19 0 >7

wobei o die Paulimatrizen sind:

1 _ 0 1 2 0 —i 3 1 0
A=(e) =(07) -0 h):

1.2~3

Berechnen Sie explizit die Matrix 75 = i7%y'y2+? sowie die Matrizen

P =3(1-15), Prp=1(1+7s).
b) Berechnen Sie mit den Matrizen aus der vorigen Teilaufgabe folgende Produkte:
P,  Pi,  PuPr, PrPp

und driicken Sie Thre Ergebnisse wieder durch Py, Pg aus.

Hinweis: Sollten Sie die vorige Teilaufgabe nicht gelést haben, kénnen Sie auch mit den
(Anti-) Vertauschungsregeln der y-Matrizen arbeiten.

c) Der links- bzw. rechtshindige Anteil (sog. Weyl-Spinoren) eines Dirac-Spinors 1) ist
definiert durch

Y, = Pr, Yr = Prv.

() sei eine Losung der freien Diracgleichung. Zeigen Sie, daf 41, () und ¢ r(z) ebenfalls
Losungen der Diracgleichung sind, falls die Masse m verschwindet.

Hinweis: Zeigen Sie zunéchst: Pry* = y* Pg.

d) Die infinitesimale Lorentztransformation eines Diracspinors lautet

09p(z) = wu, X" (z)

wobei wy,, = —w,,, die infinitesimalen Transformationsparameter sind und
14 1 v
2= T

Die Lorentztransformation eines linkshindigen Weylspinors definieren wir analog,
dpr, = w”VEHV,([)L .

Zeigen Sie, daf diese Definition mit der Lorentztransformation von ¢ vertraglich ist, dafl
fiir ¢7, = Pr1 also gilt:
oy, = Pr 6 .

e) Ist die Darstellung der Lorentzalgebra im Raum der Diracspinoren irreduzibel? Be-
griinden Sie Thre Antwort kurz.
Hinweis: Eine Darstellung auf einem Raum V heifit irreduzibel, wenn es aufier {0} und
dem ganzen Raum V keine invarianten Unterrdume gibt.

Seite 3 von 4

1 Punkt

1 Punkt

1 Punkt

2 Punkte

1 Punkt



Aufgabe K4: Zeitabhdngige Storungstheorie

Ein eindimensionaler harmonischer Oszillator befinde sich im Grundzustand |0). Zur Zeit t = 0
wird eine konstante Kraft F' angelegt. Der Hamiltonoperator lautet also

H(t) = Ho+ Hi(t),

Hy =hw (aTa-l-%) ,

0 (t <0)
Hi(t) = { —Fz  (t>0)

Hierbei sind af, a die Auf- und Absteigeoperatoren, definiert durch

h
T =45 (a +al), p = —iv/mhw/2 (a —a').

Die normierten Energieeigenzustiinde bezeichnen wir mit |n), es gilt Hy|n) = hw(n + 3) |n).

Fiir die Auf- und Absteigeoperatoren gelten die Beziehungen:

[a,af] =1, alny = v/n |n—1), afln) =vn+1 |n+1).

a) Der Oszillator soll sich zur Zeit ¢ = 0 im Grundzustand befinden. Berechnen Sie in erster
Ordnung zeitabhéngiger Storungstheorie die Wahrscheinlichkeit dafiir, das System zur
Zeit t > 0 im angeregten Zustand |n) (n > 1) zu finden.

b) Wie in Teilaufgabe a) soll sich der Oszillator zur Zeit ¢ = 0 im Grundzustand befinden.
Zeigen Sie, daf} in der zweiten Ordnung Storungstheorie ein Ubergang in den Zustand
|2) moglich ist, nicht aber in Zustande |n) mit n = 1 oder n > 2.

Hinweis: Im Wechselwirkungsbild erfiillt der Zeitentwicklungsoperator U (¢, ty) die Integral-
gleichung
.ot
UD (1) =1 —% / dt HO @) D t,).
lo

Dabei ist H fI) (t) der Storterm im Wechselwirkungsbild,
Hfl) (t) = ol Hot/h Hi(t) e iHot/h

Die iterative Losung der Integralgleichung fithrt auf die Storungsreihe. Im Schrédingerbild
lautet der Zeitentwicklungsoperator U5 (t,t) so:

US) (t, 1) = e Hot/h () (¢, 45) el Hoto/h

Es empfiehlt sich, t5 = 0 zu setzen.
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