Aufgabe 1: Spin

Sie diirfen sdmtliche Teilaufgaben dieser Aufgabe ohne Rechnung beantworten.

a)

Ein Spin-1/2-Teilchen befinde sich in einem Eigenzustand des Spinoperators in zRichtung zum
Eigenwert +7/2. Wir fithren zuerst eine Messung des Spins in x-Richtung durch und messen unmit-
telbar danach wieder den Spin in z-Richtung. Welche Paarungen von Messergebnissen sind moglich
und mit welcher Wahrscheinlichkeit erhilt man diese? In welchem Zustand befindet sich das System
nach der letzten Messung, abhéngig von den Messresultaten?

(1 Punkt)

R,(¢) sei der Operator fiir Drehungen um einen Winkel ¢ um die y-Achse, wirkend im zwei-
dimensionalen Zustandsraum eines Spin-1/2-Teilchens. Wie wirken R(0), R(w), R(27) auf einen
Eigenzustand |+) des Spins in z-Richtung zum Eigenwert +%/2 (d.h. S, |[+) = (i/2) |[4+)?

Hinweis: In einem der drei Fille geniigt es, die Losung bis auf einen Phasenfaktor anzugeben.

(1 Punkt)

Wie zerlegt sich der Zustandsraum fiir drei unterscheidbare Spin-1/2-Teilchen in irreduzible Un-
terrdume beziiglich der Drehimpulsalgebra? (Hinweis: schrittweise vorgehen!)
(2 Punkte)

Aufgabe 2: Drehimpuls
Mit V1/2 bezeichnen wir einen zweidimensionalen Raum, in dem der Drehimpuls gemif der Spin-1 /2-
Darstellung wirkt. Wir betrachten das n-fache Tensorprodukt solcher Raume,

V=V Qv

n Faktoren

Ist 7 € S,, eine Permutation der Zahlen 1...n (S, ist die Menge solcher Permutationen), so bezeichnen
wir mit P, den zugeho¢rigen Vertauschungsoperator auf V. Es gilt PPy = Pr,. Weiterhin ist der
Symmetrisierungsoperator .S definiert durch

a)

b)

1
S::HZP”

TESy

Zeigen Sie, daB S ein Projektor ist, daf§ also S? = S gilt.
(2 Punkte)

Vs sei der Unterraum von V, der nur vollstindig symmetrische Zustéinde enthélt, also gerade die
Eigenvektoren von S zum Eigenwert 1. Die Anwendung des Gesamtdrehimpulsoperators J fiihrt
nicht aus Vg heraus. Zeigen Sie, dal die Wirkung des Gesamtdrehimpulses J auf Vg einer irredu-
ziblen Darstellung der Drehimpulsalgebra entspricht.

Hinweis: Uberlegen Sie zuerst, welchen Eigenwert J? hat und verwenden Sie dann ein Dimensions-
argument.

(3 Punkte)

Aufgabe 3: Dirac-Gleichung

Die Dirac-Gleichung fiir ein freies Elektron lautet

(170, — m)u() = 0.



a) Zeigen Sie, dal man die Matritzen 7°+* (k = 1..3) als Geschwindigkeitsoperator interpretieren kann
in dem Sinne, dafl

d k 0.k
— <aF>=< >

Hinweis: Der (zeitabhéngige) Erwartungswert eines Operators O ist definiert als
<0 >= /d% Yi(t, £)OY(t, T).

(2 Punkte)

b) Die Lorentztransformation eines Dirac-Spinors ist gegeben durch
¥'(2') = Ad(a),

wobei die Matrix A die Relation
OF, 47 = A71yRA,

erfiilllen mufl. Q#, ist die Transformationsmatrix des 4-Vektors x,
't =QF, 2.

Zeigen Sie, daf} die Diracgleichung forminvariant unter Lorentztransformationen ist.
(1 Punkt)

¢) Zeigen Sie, dal man fiir eine infinitesimale Lorentztransformation
Qv = N + wp + O(WQ)

mit wy, = —w,,, die Matrix A so wéhlen kann:
1o
A:1—|—§w Y W)

(2 Punkte)

d) Berechnen Sie das Verhalten der Stromdichte j*(z) = 1 (x)y*1(z) unter Lorentztransformationen.
Hinweis: Der adjungierte Spinor v ist definiert als 1) = 4%, Sie konnen verwenden, dafi A die
Relation 4°Afy? = A~ erfiillt.

(1 Punkt)

Aufgabe 4: Partialwellenstreuung
Berechnen Sie den Tangens der Streuphase zum Drehimpuls null (S-Welle) fiir das folgende rotations-

symmetrische Potential:
2

h
Vir)= %76(7“ - R), ~v > 0.

Hinweis: Suchen Sie zunéchst die physikalischen Losungen der radialen Schrodingergleichng. Das asymp-
totische Verhalten dieser Losungen ist u(r) ~ sin(kr 4+ ), wobei 0 die gesuchte Streuphase ist.

Die trigonometrischen Additionstheoreme lassen sich leicht aus der Relation e'(*+#) = ¢l@¢lf gewinnen.
(5 Punkte)



