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Lösungen zur Klausur Nr. 2

Aufgabe 1: Störungsrechnung [5 + 5 + 5 = 15]

(a) Energiekorrekturen zum Grundzustand: bis zur ersten Ordnung gibt es keinen Beitrag:
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(α,β reell, da V hermitesch). Damit lautet die Grundzustandsenergie bis zur zweiten Ordnung
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Der Grundzustand lautet bis zur ersten Ordnung der Störungsrechnung
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(b) Das System befindet sich zu t = 0 im Zustand | 2 〉(0). Nach zeitabhängiger Störungsrech-
nung bestimmen wir zunächst den überlapp mit den möglichen Endzuständen in der führenden
Ordnung,

c
(1)
n (t) = − i

h̄

∫ t

t0

eiωnit
′
Vni(t′) dt′ , ωni = (En − Ei)/h̄.

In unserem Problem ist | i 〉 = | 2 〉(0), | n 〉 = | 1 〉(0), t0 = 0, t > t1, V21(t) = const = α, ω12 =
−3ω. Damit bekommen wir
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Die gesuchte Wahrscheinlichkeit für den Übergang von | 2 〉(0) → | 1 〉(0) lautet damit
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(c) Mit 〈 2 | H0 | 2 〉 = 2h̄ω ist der Grundzustand entartet. In entarteter Störungsrechnung müssen
wir zunächst die Störung im entarteten Unterraum diagonalisieren. Nennen wir die Submatrix D,
dann haben wir folgende Eigenschaften:
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Wir sehen also, dass (1, 1, 0) und (1,−1, 0) Eigenvektoren zu den Eigenwerten ±α sind. Die
unitäre Transformation in diese Basis ist lediglich eine Rotation um π/4. Die ungestörten Zustände
lauten also in dieser Basis (nach Normierung)
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Jetzt ist im diagonisierten Raum die Störungstheorie wie gewohnt anzuwenden. Als Ergebnis für
die Energiekorrekturen bekommen wir in dieser Ordnung die Eigenwerte von D und lediglich die
gedrehten Zustände (in den Zuständen gibt es ja erst ab der nächsten Ordnung eine Korrektur).
Also, alles wieder in der ursprünglichen Basis ausgedrückt:
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die Störung hebt also die Entartung in symmetrischer Weise auf.

Aufgabe 2: Helizität eines freien Dirac–Teilchens [5]

Die Eigenvektoren zu~Σ · p̂ mit Eigenwerten ±1 sind auch Eigenvektoren von~Σ ·~p zu Eigenwerten

±|~p|. Da ~Σ · ~p offenbar in gleicher Weise auf obere und untere Zweierspinoren wirkt, schreiben
wir zunächst w1(~p) und w2(~p) als
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mit M = Nc/(E + mc2). Damit können wir unsere gesuchte Linearkombination durch einen
Zweierspinor χ = (αβ) ausdrücken,
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Unser Eigenwertproblem mit dem Spinor w(~p) lautet dann
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Die Definition von~Σ und die Identität~σ ·~p = ~p2 sind direkt in den Hinweisen auf dem Aufgaben-
blatt angegeben. Die letzten Zeile reduziert sich sowohl für die oberen, also auch für die unteren
Zweierspinoren auf das Eigenwertproblem (~σ · ~p)χ = ±|~p|χ. Wir setzen λ = ± und schreiben
explizit

(

pz px − ipy

px + ipy −pz

)(

α

β

)

= λ|~p|
(

α

β

)

.

Die obere und untere Zeile ergibt jeweils äquivalente Gleichungen für das Verhältnis α/β, wir
bekommen
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.

Damit lauten schließlich die gesuchte Eigenzustände w±(~p) des Helizitätsoperators zu den Ei-
genwerten ±1:

w±(~p) =

√

E + mc2

2mc2

(

χ±

± c|~p|
E+mc2χ±

)

.

Aufgabe 3: Identische Teilchen [4 + 4 + 2 = 10]

(a) Der Spinzustand mit S = 3
2 , Sz = + 3

2 ist |+ + + 〉. Damit ist der Spinanteil vollkommen sym-
metrisch und der Bahnanteil muss vollkommen antisymmetrisch sein, um das Pauli–Prinzip zu
erfüllen. Das kann er nur, wenn die einzelnenen Elektronen in verschiedenen Energiezuständen
sind. Die geringstmögliche Energie ist damit E = E1 + E2 + E3 und der gesuchte Zustand lautet

|Ψ 〉 = |+ + + 〉 ⊗ 1√
6

(ψ123 +ψ231 +ψ312 −ψ132 −ψ213 −ψ321) .

(b) Wir können aufgrund des Pauli–Prinzips den niedrigsten Energiezustand der Energie E1 mit
maximal zwei Elektronen besetzen, deren Spins antiparallel sein müssen. Das dritte Elektron ist
dann im Zustand mit der Energie E2. Die Gesamtenergie des Grundzustandes ist also E = 2E1 +
E2. Weiterhin hat das dritte Elekron die Spinkomponente |+ 〉, damit der Gesamtspin Sz = + 1

2
sein kann. Damit die der Grundzustand antisymmetrisch wird, müssen wir also ψ112 |+− + 〉
antisymmetrisieren,
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können wir ablesen, dass sich die beiden Elektronen im Zustand E1 immer in einem Singlet–
Zustand befinden (dessen Zweiteilchenzustand uns hinlänglich bekannt ist), z.B. für die ersten
zwei Elektronen,
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Damit ist der Grundzustand also insgesamt ein Dublett, da

(Singlett)⊗ (Dublett) = (Dublett) ,

oder S = 1
2 .


