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Aufgabe K1: Formalismus

a) Zeigen Sie, dass alle Eigenwerte eines unitdren Operators auf dem Einheitskreis in der
komplexen Ebene liegen.

_bY Zeigen Sie, dass alle Eigenwerte eines hermiteschen Operators reell sind.

\ J} Gegeben seien zwei Observablen A und B mit nicht entartetem Spektrum, die miteinan-
der vertauschen. Zeigen Sie, dass es ein System aus gemeinsamen Eigenvektoren gibt.

Aufgabe K2: Gekoppelte harmonische Oszillaloren

Wir betrachten ein System aus zwei gekoppelten harmonischen Oszillatoren. Die Kopplung sei
durch den Wechselwirkungshamiltonoperator

Hw = ahw(alas + aba;) (1)

beschrieben, wobei die aI und a; (i = 1,2) den Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren der
ungekoppelten Oszillatoren entsprechen. Wir beschreiben einen Zustand mit |ni,ng), mit ni
und ny den zu den Ziahloperatoren N; = alai (i = 1,2) zugehorigen Eigenwerten.

a) Geben Sie die Energien und die Entartung der Zustdnde des ungekoppelten Systems
" (a=0) an.

_b) Der erste angeregte Zustand ist zweifach entartet. Finden Sie eine Basis dieses Zweizu-
standssytems, so dass der Gesamthamiltonoperator in diesem Unterraum diagonal ist.

Lc)/Das System sei zum Zeitpunkt o = 0 im Zustand [¢(t = 0)) = |1,0). Berechnen Sie die
Wahrscheinlichkeit, zu einem gegebenen Zeitpunkt ¢ das System im Zustand |1,0) und
|0,1) anzutreffen. Skizzieren Sie den zeitlichen Verlauf dieser Wahrscheinlichkeiten.

Aufgabe K3: Dublettaufspaltung 2 jff

Wir betrachten die Bewegung eines Elektrons in einem drehsymmetrischen Potential V(r)
unter Beriicksichtigung der Spin-Bahn-Kopplung. Der zugehérige Hamiltonoperator lautet

H= £ +V(r)+ Vis(r)L - S. 2)

Ein Zustand lésst sich durch |E;l, j,m) beschreiben. Dabei sind [, j, m die zu den Operatoren
L?, J? bzw. J3 gehérenden Quantenzahlen.

_ a) Berechnen Sie in der Gleichung L - S|E;l, j,m) = A(j,1)|E; 1, j,m) die Funktion A(j,[)
fiir alle moglichen Werte von j und /.

D b) Fiir das Coulombpotential seien E, | = —%;(Za—)zmecz die Energieeigenwerte ohne Spin-
Bahn-Kopplung und .
1 1 1 lr
Vis) = —=(Za)*me.c? W
Ms) = gz (Ze) mee” iy

Berechnen Sie fiir n = 3 die Aufspaltung aller méglicher Drehimpulszustinde durch die
Spin-Bahn-Kopplung und skizzieren Sie die erhaltenen Niveaus. Was miissen Sie fiir [ = 0
beachten?
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Aufgabe K4: Cliffordalgebra und Lorentzgruppe

Die y-Matrizen erfiillen die Vertauschungrelation einer Cliffordalgebra

folgt:.

{7y =29 mit (n*) = diag(1,-1,-1,-1) (i, 7 =0;1;2,3). (3)
Wir definieren analog dazu die Matrizen ¥#¥ iiber den Kommutator zweier y-Matrizen wie
ttsy] = —2imH (4)

a) Zeigen Sie:
[2#,~P] = 2i(n*P+* — nH'y") (5)

b) Zeigen Sie, ggf. unter Nutzung von a), dass die £-Matrizen die Vertauschungsrelationen

der Lorentzgruppe erfiillen, d.h. rechnen Sie die folgende Beziehung nach:

[EH, £P7) = 2i (Euffgvp — UOSHR _ pHPYVO 4 P IHO) (6)

Aufgabe Kb5: Diracgleichung

a)

Berechnen Sie unter Verwendung der Diracgleichung und der adjungierten Diracgleichung
die Viererdivergenz der Strome

=Py  und G =Py (7)

Dabei sei 75 = i7"y vy und erfiille die Relation {vs,vy*} = 0. Unter welcher Bedingung
sind beide Strome erhalten?

Zeigen Sie, dass unter den Symmetrien
(7) v =Uy U=ele mit @ € R
(i) Y = Hyp H = ¢ lom mit @ € R

der masselosen Lagrangedichte £ = iy"89,% die zugehdrigen Noetherstrome durch j#
und j£ aus a) gegeben sind.

Hinweis:
Fiir eine Symmetrietransformation mit nur einem Erzeuger und zugehorigem infinitesi-
malen Parameter ¢ ist der Noetherstrom zur Lagrangedichte £ durch

oL

gegeben. Dabei ist 0y = ' — 9 fiir eine infinitesimale Transformation, welche man als
lineare Niherung der Symmetrietransformationen in b) erhlt.

Es seinen die links- und rechthéndigen Spinoren tr, = 3(1 — 45)% und Yr = 3(1 + 75)¢

. gegeben. Was bewirkt die Anwendung von e~12% auf ¢y, und YR?

Hinweis: Berechnen Sie zunéichst 7.
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