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Aufgabe NK1: Degeneriertes Spektrum

Es seien A und B hermitesche Operatoren mit rein diskretem Spektrum, die miteinander
vertauschen. Wir bezeichnen die (moglicherweise entarteten) Eigenwerte mit den zugehérigen
kleinen Buchstaben, d.h. es gilt Ala) = ala) und B|b) = b|b). Weiterhin definieren wir die
Projektoren auf den zum Eigenwert a bzw. b gehtrenden Eigenraum

da db .
Pa=)_ la,n)(an] Py = |b,m)(b,ml, (1)

n=1 m=1

wobei n und m weitere Quantenzahlen zur Beschreibung der Entartung sind und von 1 bis
zur Dimension d® bzw. d® des jeweiligen Eigenraumes summiert werden.

a),Zeigen Sie, dass fiir zwei Projektoren auf Eigenréiume von A gilt:

PaPa’ = cm.’Pa (2)

\yf Zeigen Sie unter Ausnutzung von [A, B] = 0, dass aus A|a) = ala) folgt, dass auch Bla)
ein Eigenzustand von A zum Eigenwert a ist.

¢) Zeigen Sie unter Verwendung der Vollsténdigkeitsrelation 1 = Y, P,, dass es eine
orthonormale Basis aus gemeinsamen Eigenzustéinden von A und B gibt.

Aufgabe NK2: Addition von Isospins

In der Teilchenphysik werden alle Hadronen (Teilchen, die der starken Wechselwirkung un-
terliegen, z.B. Proton und Neutron) als zusammengesetztes System aus Quarks mit den , Fla-
vour“-Quantenzahlen u, d, s, ... betrachtet. Dabei unterscheidet die starke Wechselwirkung
nicht zwischen den Quark-Flavours. Die beiden leichtesten Quarks u und d, welche man als ent-
artet bzgl. ihrer Masse auffassen kann, kénnen deshalb als Komponenten eines Isospindubletts
angesehen werden, d.h. fiir die Isospinoperatoren gilt:

Llyy=3w)  Lld)=-3d)  Lld)=|u)  I_|u)=]d). (3)
Baryonen wie Proton und Neutron sind aus drei Quarks zusammengesetzt.

\a«/Geben Sie an, in welche irreduziblen Darstellungen der SU(2) das Tensorprodukt dreier
Isospin%—Darstellungen % ® % ® é zerfallt.

b) Betrachten Sie nun das grofite in a) gefundene Multiplett und berechnen sie die Clebsch-
Gordan-Koeffizienten (i1, 2, 43|j, m) mit i = u,d (k = 1,2, 3).

¢) Nehmen Sie an Quarks seien Spin—%-Teilchen und somit Fermionen. Sind damit die in
b) gefundenen Zusténde (|uuu), ...) erlaubt?
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Hinweis:
Fiir die Auf- und Absteigeoperatoren des Drehimpulses gilt allgemein:

Jx|j,m) = /(j Fm)(j £ m +1)h|j,m £ 1)

Aufgabe NK3: Spinoren

Gegeben seien zwei Operatoren b; und bs sowie die dazu adjungierten Operatoren b]; bzw. bg.
Diese Operatoren erfiillen die Vertauschungsrelationen

{bl,b}=6; und  {o],b]} =0={b,b;} (i,i=1,2), (4)

wobei {, } der Antikommutator ist.
Zeigen Sie, dass die durch Tj; = b}\bj definierten Operatoren die Algebra einer U(2) @’unkt)
Gruppe erfiillen, d.h. rechnen Sie folgende Beziehung nach:

(Tij, Trt] = Ok Tt — OuTh; - (5)
\))/ Wir definieren aus den Operatoren T;; aus a) die folgenden Operatoren: @nkt)
Q =Ty + T I3 =Ty — T I, =Ty I =Ty (6)

Zeigen Sie, dass die I eine SU(2)-Algebra erfiillen, d.h. [I.l_t%r _J,—;/};:, und (I3, K] =221,
Zeigen Sie weiterhin, dass Qmit allen I vertauscht. -

\::,)/ Wir definieren die vier Operatoren @Punkt)
r; =i(bl — by) Iy =bl +b Ty = i(bl — by) Ty=bb+by (7)

Zeigen Sie, dass diese vier Operatoren eine Cliffordalgebra der Form {I'g, 'y} = 20,5, (a,b=
1,---,4) erfiillen. D.h. die I'-Matrizen sind Dirac-Matrizen im vierdimensionalen eukli-
dischen Raum.

\tﬁ/ Wir definieren nun den Operator I's = —I'1T'9I'3T'y. Zeigen Sie unter Ausnutzung der @Punkt)
Cliffordalgebra, dass sich I's schreiben lésst als

Ts = [b],b1] - [bb, b2] = (1 — 2n1)(1 — 2na), (8)
wobei n; = b;r b; (i = 1,2) die Anzahloperatoren sind.

e) Wir betrachten nun die b} und b; als Erzeuger und Vernichter eines Fermions im Zu- (1 Punkt)
stand j. Geben Sie die vier moglichen Zustinde an, die sich durch Anwendung dieser
Operatoren auf den Vakuumzustand [0) ergeben und berechnen sie die Wirkung der
Projektoren P, = 1(1+ T's) und Pg = 3(1 — I's) auf diese Zustéinde.

Aufgabe NK4: Klein-Gordon-Gleichung im zweidimensionalen Minkowski-Raum.
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'\}’{ Wir betrachten einen zweidimensionalen Minkowski-Raum mit Koordinaten ¢, 2. Leiten
Sie aus dem Ausdruck fiir die relativistische Energie E? = p%c? + (mc?)? den Differen-
tialoperator her, dessen Kern durch die Klein-Gordon-Gleichung

(@ -2 +m*)p=0 )

beschrieben wird. Verwenden Sie dazu die iiblichen Ersetzungsregeln p — ihd, und
E — iho, und nehmen Sie i=c =1 an.

b) Zeigen Sie, dass f(z — vt) sowie f(z + vt) allgemeine Losungen der Klein-Gordon-
Gleichung im masselosen Fall (m = 0) sind und bestimmen Sie fiir diesen Fall v.

c¢) Wir betrachten nun die Greensche Funktion G(z,y), welche die Gleichung
(@2, — 02 +m*)G(u,v) = 6@ (u —v) (10)

erfiillt und im Unendlichen verschwindet. Dabei seien u und v die Zweiervektoren mit
Komponenten u = (uy,u;) und v = (v, v,). Driicken Sie in Gl. (10) die Greensche
Funktion G(u,v) sowie §)(u — v) durch Fourierdarstellungen aus und bestimmen Sie
so die Fouriertransformierte G(k) von G(u,v). Welche Uneindeutigkeit ergibt sich fiir
G(k)? (Zusatzpunkt)

Aufgabe [K5: Dirac-Gleichung

Wir betrachten die Dirac-Gleichung

(ify" 0y — mc)¥ =0 (11)
mit den folgenden beiden expliziten Darstellungen fiir die y-Matrizen:
s X . 0 __ Loxo 0 i_ 0 O’j
Dirac-Darstellung: A= ( 0 —lyys Y=l o
s : o_( 0 1l i_(0 o
Weyl-Darstellung: = ( loyy 0 ) ¥ = (MJ i 0

Dabei sind die o/ die Pauli-Matrizen o' = G] (1)) 0% = (? B]) und o® = (1 1 )

a) Schreiben Sie den vierkomponentigen Diracspinor als

_ (i(=)
Ue) = (wu(:c)) =

wobei 17 und ¢ zweikomponentige Spinoren sind. Zerlegen Sie die Dirac-Gleichung in
je zwei (gekoppelte) Gleichungen fiir die Dirac- und die Weyl-Darstellung. Betrachten
Sie den Fall das ¥(z) stationir ist, also die Zeitabhéingigkeit e'£%" hat.

Wir zerlegen die Energie E = mc? 4+ Ejg, in einen Anteil, der der Ruhemasse entspricht und
einen kinetischen Anteil Ey;,.

b) Betrachten Sie den nichtrelativistischer Grenzfall Ey, < me? fiir Thre Gleichungen der
Dirac-Darstellung aus a) und entwickeln Sie diese Gleichungen in nullter Ordnung in

;Enké&. Zeigen Sie, dass vy gegeniiber ¥y unterdriickt ist und finden Sie eine Gleichung
fiir T/J,r.

c) Betrachten Sie den ultrarelativistischer Grenzfall Ei;, > mc? fiir IThre Gleichungen der
Weyl-Darstellung aus a) und entwickeln Sie diese Gleichungen in nullter Ordnung in
E'T‘i. Zeigen Sie, dass die beiden Gleichungen in diesem Grenzfall entkoppeln.
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