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[Hinweis: Bitte halten Sie ihren Studentenausweis bereit. Als Hilfsmittel ist eine hand-
beschriebene A4-Seite (einseitig beschrieben) zugelassen. Die Ausgabe der Klausuren
erfolgt am 13. Januar 2009 in den ﬁbungen.

Die Gesamtzahl der Punkte ist 28. Davon miissen Sie lediglich 25 Punkte erreichen, um
100 % der geforderten Punktzahl zu erhalten. ]

Aufgabe 1 (3 Punkte)
Hadamard-Gatter:
In der Quanteninformationsverarbeitung spielt das Hadamard-Gatter ein wichtige Rolle,
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(a) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass der Operator H unitér ist.

(b) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass fiir ein geeignet gewédhltes o der Operator eia(0a10:)/V2 qag
Hadamard Gatter erzeugt. Bestimmen Sie a.

Aufgabe 2 (9 Punkte)
Wechselwirkende Spins:
Betrachten Sie zwei wechselwirkende Spin—%—Teilchen (¢ = 1,2) mit folgendem Hamilton-Operator
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H = ? (51)151)2 + S 715( 72) + ?Sz,lszﬂ (2)

wobei J und J' reelle Parameter sind.

(a) (2 Punkte) Schreiben Sie den Hamiltonoperator als 4x4 Matrix in den vier Basiszustédnden
|+, +), |+, =), |—,+), und |—, =), die die gemeinsamen Eigenzustdnde von S, ; und S, »
bezeichnen.

(b) (3 Punkte) Bestimmen Sie die Eigenzustédnde und Energieeigenwerte des Hamilton-Operators,
indem Sie die Matrix in (a) diagonalisieren.

(¢) (3 Punkte) Zeichnen Sie fiir festgehaltenes positives J die Eigenwerte von H als Funktion
von J' fiir J' € [-2J,2J]. Was ist jeweils der Grundzustand? Diskutieren Sie speziell die
Entartungen fiir die Falle J' = —.J, J' = J.

(d) (1 Punkt) Was ergibt sich fiir den Spezialfall J = 07

Aufgabe 3 (7 Punkte)
Geladener harmonischer Oszillator:
Ein eindimensionaler harmonischer Oszillator sei durch Hy = ﬁPQ + %mwQX 2 charakterisiert.
Das Teilchen sei zusitzlich geladen (Ladung ¢), und ein elektrisches Feld E(t) = Fy cos(wot)
sei in z-Richtung angelegt, was zu einem weiteren Term im Hamiltonoperator von der Form
H,(t) = —qE(t)X fithrt. Betrachten Sie Hj(t) als Storung zum ungestoérten Hamiltonoperator
Hy.

(a) (1 Punkt) Schreiben Sie den Hamiltonoperator H(t) = Hy + Hi(t) des Teilchens unter
Benutzung der Erzeuger und Vernichter af und a. Benutzen Sie dazu die Relation X =

\/%(cﬁ +a).




(b) (2 Punkte) Berechnen Sie die Kommutatoren von a und a mit H = Hy + H;. Stellen Sie
die Heisenbergschen Bewegungsgleichungen fiir die Operatoren a(t) und af(¢) im Heisen-
bergbild mit dem Hamiltonoperator H = Hy + H;(t) auf.

(¢) (2 Punkte) Zeigen Sie durch Anwendung auf beliebige Eigenzustdnde |n) des Teilchen-
zahloperators n = a'a die Operatoridenditéiten

eiHot/ﬁae—iHot/h — e—iwta und eiHot/ﬁaTe—iHot/ﬁ — eiwtaT. (3)

(d) (1 Punkt) Berechnen Sie unter Verwendung von Gl. (3) den Operator H;(t) im Wechsel-
wirkungsbild.

(e) (1 Punkt) Das System befinde sich im Grundzustand des ungestorten Hamiltonopera-
tors Hy. Berechnen Sie unter Verwendung der Goldenen Regel der Quantenmechanik die
Ubergangsrate pro Zeit I'y_,. vom Grundzustand in den ersten angeregten Zustand des
Oszillators als Funktion von wy.

Aufgabe 4 (9 Punkte)
Dreiatomiges Molekiil:
Betrachten Sie ein Elektron eines linearen, dreiatomigen Molekiils, welches aus Atomen A, B
und C' besteht. Wir bezeichnen mit |¢4), |¢5) und |p¢) drei orthonormale Elektronenzusténde,
die an den Atomen A, B und C' lokalisiert seien. Wir beschrinken uns auf den Unterraum der
durch diese drei Zusténde aufgespannt wird. Wenn wir die Moglichkeit des Hiipfens von Atom zu
Atom vernachléssigen, ist die Energie des Elektrons durch den Hamiltonoperator Hy bestimmt,
dessen drei Eigenzustiande |¢4), |¢p) und |¢¢c) sind. Wir nehmen an, dass alle drei den gleichen
Eigenwert Ej haben. Die Kopplung zwischen den Zustédnden |¢4), |¢p) und |¢pc) werde durch
einen zusatzlichen Term im Hamiltonoperator W erzeugt mit der Eigenschaft

Wiga) = —7léB),  Wlgp) = —7l¢a) —Tloc),  Wloc) = —7l¢n), (4)

wobei 7 ein reeller positiver Hiipfparameter ist.

(a) (3 Punkte) Berechnen Sie die Energien und stationéren Zustdnde des Hamiltonoperators
H=Hy+W.

(b) (1 Punkt) Das Elektron sei zur Zeit t = 0 im Zustand |¥(0)) = |¢p). Berechnen Sie die
Zeitentwicklung |U(t)) des Zustands.

(¢) (4 Punkte) Eine Observable D (die ein Ma$ fiir die elektrische Polarisation des Molekiils
ist) habe die Eigenzustande |¢4), |¢pp) und |¢c) mit den Eigenwerten, die durch die Eigen-
wertgleichungen D|¢a) = —d|pa), D|pp) = 0 und D|pc) = d|dc) gegeben sind. Das
Elektron sei fiir Zeiten ¢ < 0 im Grundzustand. Zur Zeit ¢ = 0 werde die Observable D
gemessen, das Resultat der Messung sei 0. Zur Zeit ¢ > 0 werde eine zweite Messung von D
durchgefiihrt. Welche Werte kénnen mit welchen Wahrscheinlichkeiten gemessen werden?

(d) (1 Punkt) Berechnen Sie den Erwartungswert (D) sowie die Varianz AD fiir den Grundzu-
stand des Elektrons.



