2. Klausur zur Vorlesung Theoretische Physik E: Quantenmechanik 1]
Universitat Karlsruhe WS 2008/09

Prof. Dr. Gerd Schon— Dr. Matthias Eschrig

[Hinweis: Bitte halten Sie ihren Studentenausweis bereit. Als Hilfsmittel ist ein hand-
beschriebenes A4-Blatt (zweiseitig beschrieben) zugelassen.

Die Ausgabe der Klausuren erfolgt am 13. Februar 2009 im Seminarraum 2.17.

Die Gesamtzahl der Punkte ist 28. Davon miissen Sie lediglich 25 Punkte erreichen, um
100 % der geforderten Punktzahl zu erhalten. ]

Aufgabe 1 (4 Punkte)
Reduzierte Dichtematrix:
Betrachten Sie zwei Spins mit S = £ im Zustand \%(HD —[L).

(a) (2 Punkte) Schreiben Sie die Dichtematrix p in der Basis | 1), |T1), [11), || 1) auf. Uberpriifen
Sie explizit, dass es sich bei Ihrem Ergebnis um einen reinen Zustand handelt.

(b) (2 Punkte) Nehmen Sie jetzt an, dass nur der Spin S als Messgrofe interessiert. Bestimmen
Sie die reduzierte Dichtematrix, indem Sie den zweiten Spin “ausspuren”, d. h. berechnen
Sie pred = _+ 1 Pa . Zeigen Sie, dass p"°? einen gemischten Zustand beschreibt.
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Aufgabe 2 (8 Punkte)
JAYNES-CUMMINGS-Modell:
Betrachten Sie ein Zweizustandssystem (Grundzustand g, angeregter Zustand e), das an einen
harmonischen Ostzillator gekoppelt ist und durch den HAMILTONoperator
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beschrieben wird. Nehmen Sie an, dass das System sich zur Zeit ¢ = 0 im Quantenzustand
|¥(t =0)) = |n,g) befindet, wobei |n, g) bzw. |n,e) die Eigenzusténde des HAMILTONoperators
fiir das ungekoppelte System (v = 0) sind.

(a) (2 Punkte) Zeigen Sie durch Einsetzen von |U(t)) = «a(t)|n,g) + B(t)|n —1,e) in die
zeitabhangige SCHRODINGERgleichung, dass die Losung der SCHRODINGERgleichung mit
obiger Anfangsbedingung bei ¢ = 0 nicht aus dem Unterraum, der durch die beiden
Zusténde |n,g) und |n — 1, e) aufgespannt wird, herausfiihrt.

(b) (4 Punkte) Leiten Sie die SCHRODINGERgleichung im zweidimensionalen Unterraum,
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her, d.h. bestimmen Sie die 2x2-Matrix A, und finden Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren
fiir den Spezialfall w = we,. Leiten Sie daraus die Losung fiir |¥(¢)) als Funktion der Zeit
mit der obigen Anfangsbedingung |¥(t = 0)) = |n, g) her.

(¢) (2 Punkte) Berechnen Sie mit Hilfe des in (b) erhaltenen Zustands |¥(t)) die Erwartungswerte
(h) = (a'a) und (o).



Aufgabe 3 (8 Punkte)
CLEBSCH-GORDAN-Koeffizienten:
Betrachten Sie zwei Teilchen mit Drehimpulsen ji; = 2 und j» = 1 und entsprechenden Drehim-
pulsoperatoren J1 und J2 Der Gesamtdrehimpuls sei J= J1 + J2 Ermitteln Sie die moglichen
Eigenzusténde |.J, M) von J2 and .J, und driicken Sie die Zustéinde

(a) (2 Punkte) |J, M) = |3,2),
(b) (3 Punkte) |J, M) =3,1),
(¢) (3 Punkte) |J, M) =2,2)

durch die Zusténde |j1, j2; m1, m2) = |j1, m1) ®@|j2, ma) aus, d.h. berechnen Sie die entsprechen-
den CLEBSCH-GORDAN-Koeffizienten.
Hinweis: Folgende Formel ist hilfreich:

J_ljym) = h/j(+1) —m(m—1)[j,m —1). (4)

Aufgabe 4 (2 Punkte)
DirAC-Matrizen:
Zeigen Sie, dass fiir die DIRAC-Matrizen &, 3, und 7" die beiden Relationen

@-p0)*=@% (M) =" - ) (5)

gelten. [Hinweis: a‘a? + afal = 2691, a'B + fa’ =0, (a?)? = B2 = 1, yHy¥ + yVyH = 2971

Aufgabe 5 (6 Punkte)
DirAc-Gleichung im homogenen Magnetfeld:
Ein Elektron mit der Ladung ¢ = —e und der Ruhemasse m bewege sich in einem homogenen
Magnetfeld B = (0,0, B). Dieses Magnetfeld werde durch das Vektorpotential A = (—By,0,0)
beschrieben.

(a) (2 Punkte) Schreiben Sie den Spinor ¥ in der stationidren DIRAC-Gleichung
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ponentigen Spinor ¢; her, indem Sie den Spinor ¢- eliminieren.

in der Form ¥ = und leiten Sie daraus eine Eigenwertgleichung fiir den zweikom-

(b) (2 Punkte) Bringen Sie diese Eigenwertgleichung mit Hilfe des Ansatzes

¢1(w,y,2) = Xl(y)ei(kzﬂkzz) (7)
sowie durch die Variablensubstitution
eB hek,,
e= v (v-2F) ®)
in die Form
d? 9
<d_§2_§ ‘HLU) x1=0. 9)

Bestimmen Sie a,, fiir die Spinkomponenten o = +1.

(¢) (2 Punkte) Bestimmen Sie die Energiecigenwerte E,, aus der Bedingung, dass der Koeffizient
ao die ganzzahligen Werte 2n + 1 mit n = 0,1, 2, ... annehmen muss.



