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Aufgabe 1 4 Punkte

a.)

⇒ |Ψ0〉 =
1√
2
(|↑↑〉 − |↓↓〉)

ρ̂ =
1

2
(|↑↑〉 − |↓↓〉)(〈↑↑| − 〈↓↓|) =









1
2 0 0 − 1

2
0 0 0 0
0 0 0 0

− 1
2 0 0 1

2









|↑↑〉
|↑↓〉
|↓↑〉
|↓↓〉

1 Punkt

Rein, da ρ̂2 = ρ̂. 1 Punkt

b.)

Reduzierte Dichtenmatrix:

ρred
↑↑ = ρ↑↑,↑↑ + ρ↑↓,↑↓ =

1

2
= ρred

↓↓

ρred
↑↓ = ρ↑↑,↓↑ + ρ↑↓,↓↓ = 0 = ρred

↓↑

Also ist

ρ̂red =

(

1/2 0
0 1/2

)

1 Punkt

gemischt, da

(

ρ̂red
)2

=

(

1/4 0
0 1/4

)

6= ρ̂red 1 Punkt
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(a)

Schrödingergleichung:

i~
∂

∂t
|Ψ(t)〉 = H |Ψ(t)〉 (1)

Ansatz einsetzten:

i~α̇|n, g〉 + i~β̇|n − 1, e〉 = ~ωαn|n, g〉 + ~ωβ(n − 1)|n − 1, e〉

−1

2
~ωegα|n, g〉 +

1

2
~ωegβ|n − 1, e〉

+~γ
√

nα|n − 1, e〉 + ~γ
√

nβ|n, g〉 (2)

Da die Anfangsbedingung mittels α(0) = 1, β(0) = 0 dargestellt werden kann, folgt daraus dass die Lösung

nicht aus dem Unterraum herausführt. 2 Punkte

(b)

Wir projizieren aus der Gleichung (2) die beiden Gleichnungen

i~α̇ = ~

(

nω − 1

2
ωeg

)

α + ~γ
√

nβ (3)

und

i~β̇ = ~

(

(n − 1)ω +
1

2
ωeg

)

β + ~γ
√

nα (4)

und somit

i~

(

α̇(t)

β̇(t)

)

=

(

n~ω − 1
2~ωeg ~γ

√
n

~γ
√

n (n − 1)~ω + 1
2~ωeg

) (

α(t)
β(t)

)

(5)

Wir setzen ω = ωeq und erhalten

i~

(

α̇(t)

β̇(t)

)

=

(

~ω
(

n − 1
2

)

~γ
√

n
~γ

√
n ~ω

(

n − 1
2

)

) (

α(t)
β(t)

)

1 Punkt

Die Eigenwerte ergeben sich aus

~ω

(

n − 1

2

)

− E = ∓~
2γ2n (6)

oder

E± = ~ω

(

n − 1

2

)

± ~
2γ2n 1 Punkt

Die entsprechenden Eigenzustände sind

|e±〉 =
1√
2

(

1
±1

)

1 Punkt

Die Lösung für |Ψ(t)〉 mit |Ψ(0)〉 = |n, g〉 ist

|Ψ(t)〉 = e−iω(n− 1

2
)t

(

cos(γ
√

nt) |n, g〉 − i sin(γ
√

nt) |n − 1, e〉
)

1 Punkt

(c)

〈Ψ(t)|a†a|Ψ(t)〉 = n − sin2(γ
√

nt) 1 Punkt

〈Ψ(t)|σz |Ψ(t)〉 = cos2(γ
√

nt) − sin2(γ
√

nt) = cos(2γ
√

nt) 1 Punkt
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(a)

Wir starten mit dem Zustand

|3, 3〉 = |2, 1; 2, 1〉, (7)

und wenden darauf J− an:

J−|3, 3〉 =
√

6~|3, 2〉 = 2~|2, 1; 1, 1〉 +
√

2~|2, 1; 2, 0〉 (8)

oder

|3, 2〉 =

√

2

3
|2, 1; 1, 1〉 +

√

1

3
|2, 1; 2, 0〉. 2 Punkte

(b)

Wir wenden wieder J− an,

J−|3, 2〉 =
√

10~|3, 1〉 = 2~|2, 1; 0, 1〉 +

√

4

3
~|2, 1; 1, 0〉 +

√

4

3
~|2, 1; 1, 0〉 +

√

2

3
~|2, 1; 2,−1〉 (9)

oder

|3, 1〉 =

√

2

5
|2, 1; 0, 1〉 +

√

8

15
|2, 1; 1, 0〉 +

√

1

15
|2, 1; 2,−1〉. 3 Punkte

(c)

Als nächstes brauchen wir die Eigenvektoren |2, 2〉, der zu |3, 2〉 orthogonal sein muss. Wir schreiben

|2, 2〉 = α|2, 1; 1, 1〉 + β|2, 1; 2, 0〉 (10)

und fordern
√

2

3
α +

√

1

3
β = 0 (11)

was mit α2 + β2 = α2 + 2α2 = 1 auf

|2, 2〉 =

√

1

3
|2, 1; 1, 1〉 −

√

2

3
|2, 1; 2, 0〉 3 Punkte

führt (bis auf ein Gesamtvorzeichen, das noch beliebig gewählt werden kann).

Aufgabe 4 2 Punkte

(~α · ~p)2 = αipiα
jpj = pipjα

iαj = pjpiα
jαi = pipj

1

2

(

αiαj + αjαi
)

= pipjδ
ij
1 = pip

i = (~p)2 1 Punkt

(γµpµ)2 = γµpµγνpν = pµpνγµγν =
1

2
(γµγν + γνγµ) pµpν = pµpνgµν

1 = pµpµ = (p0)2 − (~p)2 1 Punkt

3
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(a)

Die stationäre Dirac-Gleichung lautet

1

c

(

E − βmc2
)

Ψ = αi

(

−i~
∂

∂xi
− q

c
Ai

)

Ψ. (12)

Die beiden gewünschten Teilgleichungen sind 1 Punkt

1

c
(E − mc2)φ1 = σi

(

−i~
∂

∂xi
− q

c
Ai

)

φ2 (13)

und

1

c
(E + mc2)φ2 = σi

(

−i~
∂

∂xi
− q

c
Ai

)

φ1. (14)

Einsetzen der zweiten Gleichung in die erste ergibt

1

c2

[

E2 − m2c4
]

φ1 =

[

σi

(

−i~
∂

∂xi
− q

c
Ai

)]2

φ1. 1 Punkt

(b)

Wir setzten den Ansatz

φ1(x, y, z) = χ1(y)ei(kxx+kzz) (15)

ein und erhalten

1

c2

[

E2 − m2c4
]

χ1(x) =

[

−i~σy ∂

∂y
+ σx

(

~kx − e

c
By

)

+ ~kzσ
z

] [

−i~σy ∂

∂y
+ σx

(

~kx − e

c
By

)

+ ~kzσ
z

]

χ1(x)

=

[

−~
2 ∂2

∂y2
+

(

~kx − e

c
By

)2

+ ~
2k2

z +
~e

c
Bσz

]

χ1(x) (16)

Dies führt auf die Eigenwertgleichung

~
2 d2χ1

dy2
−

(

~kx − e

c
By

)2

χ1 +

(

E2

c2
− m2c2 − ~

2k2
z − ~e

c
Bσz

)

χ1 = 0 1 Punkt

Eine solche Eigenwertgleichung ist bekannt vom harmonischen Oszillator. Wir führen die dimensionslose Va-
riable

ξ =

√

eB

~c

(

y − c~kx

eB

)

,
d2

dξ2
=

~c

eB

d2

dy2
(17)

ein und erhalten für die Spinkomponente in z-Richtung, σ = ±1,

(

d2

dξ2
− ξ2 + aσ

)

χ1(y) = 0, aσ =
E2

c
− m2c3 − c~2k2

z + ~qσB

~eB
. 1 Punkt

(c)

Die Energieeigenwerte sind gegeben durch aσ = (2n + 1) mit n = 0, 1, 2, . . ., also durch die Gleichung

E2
n,σ = (2n + 1 + σ)~ceB + m2c4 + c2

~
2k2

z (18)

Mit der Abkürzung 2n + 1 + σ = 2n′, und (wegen ~kz = pz) erhalten wir

En′ = ±
√

(mc2)2 + (cpz)2 + 2n′~ceB. 2 Punkte
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